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ПРЕДИСЛОВИЕ. 


ГлавнЪйиия особенности предлагаемаго руководства гео- 
метри состоятъ въ слёдующемъ: 

1. Въ большинств$ нашихъ учебниковъ геометрии понят! 
© длин окружности и вообще кривой лими принимается 
за элементарное, не 'гребующее никакихъ оговорокъ и разз- 
яспенй, и выводъ, что длина окружности есть предзлъ пе- 
риметровъ правильныхъ вписанныхъ и онисанныхь много- 
угольниковъ основывается на скрытомъ допущени или на 
не строго доказываемой теорем, что объемлющая лин!я длин- 
зе объемлемой. Въ предлагаемомъ руководетвЪ, въ соглайи 
$0 многими авторитетами учебно-математической литературы, 
проведено иное воззр5 ше, которымь признается. что понят 
© длин» элементарно только въ примБнеши къ прямой; но 
когда р$8чь идетъ о сравнеши конечной кривой съ прямо- 
линейнымь отрфзкомъ, тогда (волфдотве несовместимости 
элементовъ кривой съ элементами прямой) понятие о длин% ста- 
новится сложпымъ и требуетъ опредфленля.*) Сообразно этому 
взгляду мы не доказываемъ, а принимаемъ за опредфлене, 
что длиною вонечной кривой называется предфль периметра 
вписанной ломаной лиши, когда стороны ея стремятся къ 
нулю. Конечно, въ среднихъ классахъ учебныхъ заведений быхо 
бы затруднительно вполнЪ обосновать это опредёяеше, т.е. до- 
вазать, что такой предфлъ существуетъ и что онъ не за- 
виситъ отъ закона вписывашя ломаной лини; но въ педа- 
гогическомъ отношенши, какт намъ кажется, н5которые 
пробфлы въ доказательствв (не скрываемые, впрочемъ, отъ 
учащихся) не имфютъ такого вреднаго значеня, какъ не- 
опредфленность, неясность и сбивчивость въ нонятяхь. а 
тёмъ болфе въ основныхъ. При повтореши геометри въ 
старшемъ классов (особенно въ реальныхъ училищахъ, гдь 


*) Отсымаемъ интересующихся этинъ вопросомъ къ статьф М. Попру- 
женко „О длив“, помвщенной въ „Вфстникь оп. Физики н Элем. математики, 
{1891 г., № № 122 в 193). 
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равны ихъ приближелныя значен1я, вычисленныя съ про- 
извольною, но одинаковою точностью. Принявъ это предло- 
жене за опредълеше равенства, мы не нуждаемся боле въ 
косвенномъ и тяжеломъ доказательствВ отъ противнаго; его 
всегда можно замфнить прямымь доказательствомъ, и болЪе 
простымь, и болЪе яснымъ. 

5. НЪкоторыя статьи изложены въ придагаемомъ руко- 
водств®., какъ кажется, проще. чфмъ въ расиространенныхъ 
нашихъ учебникахъ. Таковы, напр., статьи: о параллельныхъ 
ирямыхъ. 0бъ относительномъ ипроложени окружностей, о 
пропорщанальныхъ линяхъ, о правильныхъ многоугольни- 
кахъ, о нахождени объема всякаго паралаелопипеда, о по- 
добзи многогранниковъ и ифкоторыя другя. Сравнительная 
простота достигается н$ёкоторымь измвнешемь въ распред$- 
неши матерала, а иногда упрощешемъ иремовъ доказа- 
тельства, 

ВромЪ указанныхъ главиЪйшихь особенностей читатель 
ветрьтить въ этой книг и нфкоторыя другя. Ототупая 
местами отъ обычнаго према изложешя, мы стремились 
или упростить доказательства, или сократить количество 
запоминаемаго матерала, или облегчить усвоене предмета 
во всей его ц® лости. Изложене нзкоторыхъ теоремъ существенно 
измЪнено (папр., теорема ИШтоломея); теоремы, близкя друтъ 
Жъ другу по ихъ логической связи или по общности дова- 
зательства. соединены вь одну группу. НЪкоторыя обыкно- 
венно номфщаемыя въ руководствахъ теоремы отнесены вами 
къ упражнешямъ, или выпущены совсфмъ, какъ не имф- 
ющя примфненмя въ логической цфпи другихъ теоремъ и ие 
представляющия самостоятельнаго интереса (наир.. обратная 
теорема о вертикальныхъ углахъ, или случай равенства пря- 
моугольныхъ треугольниковъ по катету и противолежащему 
острому углу). Съ цзлью облегчить учащимся усвоен!е распре- 
двлешя матерала мы сочли полезнымь вездф, гдЪ возможно, 
‚давать той или другой групи теоремъ соотвфтетвующий 
заголововъ, указывающ на характеръ теоремъ этой группы. 

Замфтимъ еще, что относительно обратныхъ теоремъ, 
елЪдул иъкоторымъ французокимь учебникамъ. мы стремились 
провести идею-—— что «если въ теорем или рядБ теоремъ 
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раземотрвны всевозможные случаи, которые могутъ предота- 
виться относительно величины или расподоженшя нфиоторыхъ. 
частей Фигуры, причемъ оказалось, что въ различныхъ слу-- 
чаяхъ получаются различные выводы относительно ведичины: 
или расположешя другихъ частей Фигуры, то можемъ утвер- 
ждать & ргоп, что обратныя предложеня взрны». Освоив-- 
шись съ этимъ логическимт, принциломъ, учалиеся во мно 

гихъ случанхь могутъ сами составлять и доказывать обрат-- 
ныя иредложешя безъ помощи учителя и учебника, 

Анига снабжена значительнымь количествомъ упражне-- 
ый. состоящихъ частю изъ нФкоторыхь не вошедшихъ въ 
текстъ, но предетаваляющихъ интересъ ‘теоремъ, а главнымъ. 
образомъ изъ задачъ на построене и вычислене. Въ концф. 
планиметри мы помфетили*) н8которыя задачи на вычислеше 
изь «Оборника зеометрическить задачё дая повторительнало. 
курса планиметри» г. М. Попруженко (Воронежь, 1891 г.). 
Эти задачи обладаютъ прежде всего тфмъ достоинствомтъ , что он$. 
содержатъ много чисто ометрическаю матералу, а не пред-- 
ставляють собоютолько ариеметическихъ или алгебраическихъ 
упражнений сътеометрическими данными. Въ конц$ курса, въ 
вид дополненя, мы сочли не лишнимъ приложить пебольшую- 
статью о методахь рьшешя леометрическил» задаче на построе- 
ще съ примЗрами задачъ, ршаемыхъ этими методами. Суще- 
ствующ!е у насъ сборники подобнаго рода, устрашая уча-- 
щихся своимъ объемомъ, употребляются ими лишь въ рЪд- 
кихъ случаяхъ. Мы изложили въ самомъ сжатомъ видь 
только главнЪйиПе методы и помфетили наиболВе типичныя 
задачи, 

Садуя учебнымъ планамъ гимназй ин реальныхъ учи- 
лищь, мы помфщаемт основныя задачи ва построене и вы- 
числене въ самомь текст книги непосрественно послв 
твхъ теоремъ, на которыхтъ основано ихь ршеше. Въ с0- 
кращенномь видз мы указываемъ также сущность иприлдо- 
женя алгебры къ геометр!и и построеше иростёйшихъ ал- 
тебраическихъ Формулдъ. 

Очитаемъ не зишнимъ сдфлать са$дующее зам чаше. (ъ 


*) съ соглас1я составителя. 
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точки зрЪшя строгой теор къ задачамъ на построеше возмож- 
но приступать только тогда, когда. ученики усвоили освовныя 
предложеншя объ окружности. Но съ педагогической точки 
зрышя это едва ли было бы удобно: отодвинуть ирактиче- 
свя упражневя такь далеко отъ начала курса значило бы 
слфлать начало геометрии, и безъ того трудное для начина- 
ющихъ, еще болфе сухимъ и тяжелымъ. Мы постунились 
етрогостью въ пользу практическаго интереса и помфетили 
основныя задачи на построеше тотчась посл разсмотрёюя 
свойствъ треугольниковъ. 

Анига напечатана двумя шрифтами: въ обыкновенномъ 
изложено все то, что должно быть пройдено въ среднихь 
класеахь. въ мелком — то, что желательно дополнить при 
повторени геометрии въ старшемъ классов. Не желая рас- 
ширять объема учебника. мы не помЪстили въ немъ ничего 
такого, что ие входило бы въ программы или Гимназй, или 
реальныхъ училищъ. 

При составленти этого руководства мы пользовались, какъ 
пособемъ, кромф извЪстныхь оригинальныхъ и переводныхъ 
учебниковъ на руссвомъ язык$. еще слдующими сочинешями 

Доисрё её Сотфегоиззе — И6тег(з де зботё ме (диабете 
е4., 1888): 

Тфхь же авторовъ —Тгай6 4е сботёее (еташёте е4.); 

Уасдиа1 — Сошгз 4е оботё че (аеижмёте е4.); 

Воигое — Сошгз @е свотбиле (Змете е4.); 

Ваег — Ебтей$ 4е оботбиме рапе (1887); 

Тотбеск — Ттайв 4е сботёе (13-е в4., 1890); 

Сотрадтоп — Иётетз 4е сботёе (зесоп4е е4.); 

Ноие — Езза1 спИаие зиг ]ез ришорез Гопдатешаих 4е 
обошёйче 616тещалте: 

Н. БейоНел — ра { ипд Мебобе 4ез р]апипейчзейет Ол- 
+еге {$ (1890): 

Ваизенбегдег (ОНо)— фе Еетешагоеотете дез Рипыез, 4ег 
бегадеп ип@ 4ег Еъепе (1887); 

и нЪкоторыми другими. 


Харьковъ, 8 марте 1892 г. А. Киселевъ. 


ВВЕДЕНИПЕ. 


Математическя предложения, 


%. Во всякой математической наук могугъ ветрЪтиться 
слВдуюная предложевя: 

Опредфленя. Гакъ называють предложеня, въ когорыхь 
разъясняется, какой смыель придаютъ тому или хругому наз- 
вашю. Наирим., въ ариемстикВ мы встр$чаемь опредфленя 
наименьшаго кратнаго, общаго наибольшаго дФлителя и т. п. 

Аксомы. ‘Гакь называютъ истины, кочорыя, велЗдетве 
своей очевидности, принимаются безъ доказательетва. 'Гаковы, 
напр., предложен: 

Если дв величины равны порозиь одной и той же третьей 
величив%, то он разны и между собою. 

Еели кь равнымъ величинамь придадимъ поровну, или 
отъ разпыхь величинъ отнимемъ поровну, то равепство не 
нарушится. 

Если къ перавнымь величипамь придадимъ поровну, или 
отъ неравныхь величинъ отнимемъ поровну, то емыелъ нера- 
венства не изм$нится, т.-е. большая величина, останется большей. 

Теоремы. Такъ называются предложешя, которыхъ истин- 
носгь обнаруживается только поелф н%Зкоторато разсуждешя 
(доказательства). ПримБромъ можеть служить ариемегическая 
истина: „сели сумма цыфръ двлитсея на 9, то число дв- 
литея на 9“, 

СлёдствЯ. ‘Тахъ наз. предложещя, которыя составляютъ 
непосредственный выводъ изъ акбюмы или теоремы. Налф., 
изъ теорсмы: „въ гсометрической пропорщи произведене край- 


А. П. КОАСЕЛЕВЪ, 1 


9 — 


нихъ членовъ равно произведенио среднихъ“ выводится слёд- 
стве: „крайй членъ разенъ произведеню среднихъ, д%лен- 
ному на другой крайщй“. 

2. Составъ теоремы. Во всякой теорем можно разли- 
чить двЪ части: услоше и заключеше. Услюме выражаетъ то, 
что предполагается даннымъ: заблючене содержитъ въ себ\Ъ 
то, Что требуется доказать. Напр., въ теоремЪ: „если сумма, 
цыфръ дВлитея на 9, то число длится на 9“, условемъ 
служитъ первая часть теоремы: „если сумма цыфръ дЗлитеи 
на 9“, а заключешемъ — вторая часть: „то число дёлится на 
9;“ другими словами, намъ дано, что сумма цыфръ длится 
па 9, а требустся доказать, что въ такомъ случаВ и число 
дВлитея на 9. 

Услове и заключеше теоремы могутъ пногда состоять 
изъ нзеколькихь отдфльныхъ условй п заключен; напр. въ 
теоремВ: „есмь число дълится на 2 и на 3, то оно разд?- 
литея на 6“, услове состоитъ изъ двухъ частей: если число 
дВлится на 2 и если чиело длится на 3. 

Полезно замфтить, что всякую теорему можно подробно 
выразить такъ, что ея услове будетъ пачинаться словомъ 
„если“, & заключеше —словомъ „70“. 

3. Обратная теорема. Теоремою, обратною данной теорем$, 
наз. такая, въ которой условмемъ поставлено заключете пли 
часть заключешя данной теоремы, а заключенемъ — услове 
или часть условя данной теоремы. Напр., слФдующя дв% 
теоремы будуть обраткы другъь другу: 


Если сумма цыфръ дВлится Если число хВлится на 9, 
на 9, то сумма цыфръ длится 
то число дВлитея на 9. | ка 9. 


Если одну изъ этихъ теоремъ назовемъ ирямою, то дру- 
гую слЗдуетъ пазвать обратною. 

Въ этомъ иримрЪ обф теоремы: и прямая, и обратнал, 
оказываются в\риыми. Но не должно думать, что такъ бы- 
ваетъ всегда. Напр.. теорема: „если каждое слагаемое дзлится 
на одно и то же число, 10 п сумма равдФлитея на то же 
число“ — взрна, но невфрно обратное предложеше: „еели 
сумма длится на какое-нибудь число, то и каждое слагаемое 
раздвлится на чего“. 
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4, Противоположная' теорема. Теоремою, противоположной 
данной тсорем8, наз. такая, которой услоше и заключене 
прелетавляють отрицаве услоня и заключен я данной теоремы. 
Напр., теорем$: „если сумма цыфръ дЗлится на 9, то число 
длится на 9“ сооотв$тствуетъ такая противоположная: „если 
сумма цыфръ не дфлится на 9, то число не длится ва 9“. 

И здЪеь должно замфтить, что вВрность прямой теоремы 
еще не служитъ доказательствомъ в$рности противоположной: 
напр., противоположное предложене: „если каждое слагаемое 
не длится на одно и то же число, тои сумма не раздв- 
лится на это число“ — не вфрно, тогда какъ прямое предло- 
жене вфрно. 


&%. Зависимость между теоремами: прямой, обратной и проти- 
воположной. Для лутшаго уяснен1я этой зависимости выразимъ теоремы 
сокращенно такъ: 

19. Прямая: если есть 4, то есть им В. 

20. Обратная: сслп есть В, то есть п А. 

30. Противоположная прямой: если нфтъ А, то нфтъ и В. 

49. Противоположная обреляной: если нЪтъ ВБ, то нёть и А. 

Разсматривая эти предложсвия, хегко зам чим», что первое изъ нихъ 
находится въ хакомъ же отношений къ четвертому, какъ второе кт, 
третьему, & пмепио: предложен1я первое и четвертое обратимы одно вт 
другое, равно кавкъ второе и третье. ДЪиствительно, пзъ предложегшя: 
„если есть А, то есть и В“ непосрехственпо слФдустъ: „есяи н$тъ В. 
то пфть и А“ (такъ какъ, если бы Л было, хо, согласно первому иред- 
ложешю, было бы и В); обратно, изъ предложеюл: „если ифтъ В, то 
ть и 4“ ВЫВОДИМЪ: „если есть А, то есть к В (такъ какъ, если бы 
В не было, то ве было бы и 4). Созершенко тахь же убфдимел, что 
изъ второ’о ирсхложещя сл$луетъ третье, и паоборот». 

Вел$детне этого, для того, чтобы имфть увфренность въ спразед- 
ливостк вс$хъ четырехь теорсмъ, и$тъ надобности доказывать каждую 
изъ ипхь отдфльно, & достаточпо ограничиться дохазательством»» только 
двухь: урямой и обратной, или прямой и противоположной. 


Прямая лишя, плоскесть. Пеняте о теометр. 


©. Геометричесня фигуры. Часть пространства, занимае- 
мая какимъ-нибудь предметомъ, называется теометрическимь 
ътьлом5, пли просто лиьломь. 


1* 
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То, чЪмъ ограничено т$ло отъ остального пространства, 
называется поверхностью. 

Граница, отдфляющая одну часть поверхности отъ другой, 
называется зищей. 

Граница, отдфляющая одну часть лиши оть другой, на- 
зывается точкой. 

ТФло, поверхность, лишя и точка не существуютъь въ 
природЪ разд$льно. Однако, при помощи отвлечен1я, мы мо- 
жемъ разематривать геометрическое тфло независимо отъ ма- 
теральнаго предмета, поверхпость — независимо оть тфла, ли- 
н1ю-—независимо отъ поверхности и точку— независимо отъ 
лини. 

Совокупность какихъ бы то ни было чочекъ, лин, по- 
верхностей или тблъ. расположенныхь извВстнымъ образомъ 
въ пространств, называется вообще фии/рой. 

э. Геометрия. Наука, разсматривающая свойства фигуръ, 
паз. звометуей, что въ переводз съ греческаго языка, озна- 
чаетъь землемьруе. Такое иазване этой ваукф дапо было по- 
тому, что въ древнее время главною ц$лью геометрии было 
измвреше разстояй па земной поверхности. 

8. Въ самомъ начал геометри должно быть указано 
слвдующее общее свойство фигуръ: 

Акстома пространства. Всякую Фиуру можно перенести 
(35 одною мъста пространства вз какое уюдно друюе, не 
нарушая ни величины составляющих фуру частей, ни 
ить взаимнаю расположетя. 

э. Прямая линя. Всаый знаетъ, что такое прямая ли- 
мя, или просто прямая, предетавлеше о которой намъ даетъ 
туго натянутая нить. Поняме о прямой элементарно, т.-е. 
оно не можеть быть опредфлено посредствомъ другихъ болфе 
простыхъ понят. 

Прямая лишя обладаегь слфдующими основными свой- 
ствами: 

Акстомы прямой. 1°. Черезь всяюн дв точки простран- 
ства можно провести прямую и притомь только одну. 

2°. Прямую можно продолжать безз конца вз объ сто- 
роны 0з1з каждой ея точки. 
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3°, [04 06% прямыя имъютз только одну общую 
точку, то ошь переспкоются, т.-е. каждая изь нить раст 
полалается по объ стороны друюй. 

Изь первой аксомы непоередственпо сл$дуетт: 

Дв$ прямыя, будучи наложены одна на другую такъ, что 
двф точки одной прямой совпадаютъ съ двумя точками дру- 
той прямой, сливиотся и во вехъ остальныхь точкахъ 
(потому что въ противномъ случа черезь дв точки можло 
было бы провести дв различпыя прямыя, что противорчитъ 
акаомВ первой). 

По той же причинз двз прямыя могутъ пересчься только 
65 Одной точкь. 

На чертеж прямую изображаютъ въ вид тонкой черты, 
проведенной отъ руки или помощью линейки черезъ каюя- 
нибудь дв точки прямой. 

&Ф. Прямая конечная и безконечная. Если прямую пред- 
ставляютъ прохолженною въ 06% сторопы безконечно, то ее 
называлотъ дбезконечною или неопредъленною прямой. Такую 
прямую обозпачаютъ обыкновенно двумя буквами, поставлен- 
ными у двухъь какихъ-нибудь ея точекъ. Такъ, говорятъ: 
„прямая АВ пли ВА“ (черт. 1). 


А 


В сн——ь 
Черт. 1 Черт. 2 


Часть прямой, ограниченная съ обфихь сторовъ, наз. 
конечною прямой, или отръзкомь прямой; такая прямая 06о- 
значаетея двумя буквами, поставленными у копцовъ ея (0т- 
рёзокь СЛ, черт. 2). Отрёзокь прямой, соедипяювий двЪ 
точки, наз. оазспояиемь между пими. 

Иногда разсматривелоть прямую, ограниченную только съ 
Одной стороны, нанр. въ точкЁ Д (черт. 3). О такой пря- 
мой товорятъ, что она исходить изъ точки А, 


Черт. 3 
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1. Равенство нонечныхь прямыхъ. Два отр%зка прямой 
считаются равными, если они при наложенш совм щаются. 


АВ С ———Щ0 
М Х Р 
ж— о 
Черт. 4 


Положимъ, напр., что мы накледываемъ отрфзокъ АВ на 
СЛ (черт. 4) такъ, чтобы точка А упала въ С и чтобы 
прямая АВ пошла по СО; если при этомь концы Ви Л 
совпадуть, тт А4В-=СО; въ противпомъ случа отрзки ечи- 
таются пе равными, причемь меньшимъ будетъь тотъ, кото- 
рый составить только часть другого. 

Чтобы па какой-нибудь прямой отложить отрЪзокъ, рав- 
ный данпому отр$зку, употребляють инрку.»— приборъ, извфст- 
ный учащимся изь опыта. 

1%. Сумма конечныхъь прямыхъ. Суммою иЗеколькихъ 
дапныхь отрЪзковъ прямой паз. тахой новый огрЪзокъ пря- 
мой, который составленъ изъ частей, соотв тственио равныхь 
даннымьъ отр$зкамъ. Положимъ, напр., требуется найти сумму 
двухъ отрфзковъ АВ и СО (черт. 4). Для этого па кажой- 
нибудь неопред$ленной прямой беремъ произвольную точку 
М и откладываемъ отъ нея часть ММ, равную 42, затфхь 
отъь точки М вь томъ же направлеви откладываемъ часть 
МР, равную СО. Отр$зокь ЛР будетъ сумма данныхь от- 
р8зковь АВ и СО. Подобнымъ образомъ можно получить 
сумму трехъ и боле отрЪзковъ. 

Изъ понящя о суммЪ выводатея пояямях о разности, про- 
изведеши и частномъ отр$зковъ. Такъ, разность отрЪзковъ 
АБВ и СГ есть трей отр$зокъ, котораго сумма съ СД 
образуеть 4.В; произведенще отрЪзка, АБВ на отвлеченнос число 
3 есть сумма трехь отрфзковъ, изь которыхъ каждый равснъ 
АБ; ит. п. 

#3. Плоскость. Такъ наз. поверхность, обладающая тёмъ 
свойствомъ, что прямая, проходящая черезь какмя-пибудь дить 
почки этой поверхности, лежит в5 ней всъми остальными 
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своими точнами. Положимъ, папр., мы желаемъ уб\фдиться, 
будеть ли плоскостью поверхность стола. Для этого беремъ 
хорошо выв$ренную линейку и прикладываемъ ее въ различ- 
пыхъ направленяхь къ поверхности стола такъ, чтобы ка- 
ця-ныбудь двВ точки зипейки лежали па этой поверхности. 
Если при этомъ окажетея, что, въ какомъ бы направлени 
мы линейку ни приложили, вс остальныя точки ея будуть 
лежать на поверхности стола, то эта поверхность есть плос- 
кость. 

Укажемъ еще сл$дующее свойство плоскости, которое мы 
иримемъ здФеь безъ доказательства *): 

Всякую часть плоскости можно наложить всъми ея 
точками на друрое мъсто этой или друюй плоскости, при- 
чемь напладываемую часть можно предварительно перевет- 
нуть друлюю стороною. 

ча. Раздблеше геометри. Геометр:я раздФляется па двЪ 
части: геометрая па плоскости или планименуяя, и геометрая 
въ пространств или стереометиля. Первая разематривасть 
свойства такихъ фигуръ, которыя ве размВщены въ одной 
плоскости; вторая— свойства такихъ фигуръ, которыя не "по- 
мфщалются въ одной плоскости. 


*) Доказательство излагается вт, наэчая куре» стереометри, 


ПЛАНИМЕТР1Я. 


КНИГА [. 


ПРЯМАЯ ЛИН[Я. 


ГЛАВА Г. 


Утлы, 
Нредварительныя понятия, 


#5. Опредфлешя. Когда двЪ прямыя (ОЛ и ОВ, черт. 5) 
исходять изъ одной точки, то он образуютъ то, что наз. 
умомз. Прямыя, образующуяи уголъ, паз. сторонами, а, точка, 

изъ которой онЪ исходятъ, — вер- 
ациното угла. Стороны должно пред- 
ставлять себЪ продолжениыми от» 
вершипы неопредЗленно. 

Уголь обыкновенно обозначается 
тремя буквами, изъ которыхь сред- 
няя ставится у всршины, а край- 
шя у какихъ-нибудь точекъ сто- 
ронъ; папр.. товорять: „уголь АОВ или уголь ВОЛ 
(черт. 5)". По можно обозначать уголь и одною буквою, по- 
ставленною ‘у вершины, ссли при этой вершин® нЪтъ дру- 
тихь угловь. Мы иногда будемъ обозначать уголъ цыфрою, 
поставленною внутри угла, около вершины. 

Если изъ вершины угла (черт. 5) проведемь внутри его 
кавя-нибуди прямыя 01), ОЕ...., то образовавииеся при этомъ 
углы 401), ПОЁ, ВОВ... разематриваются, какъ части 
угла АОБ. 

Слово „уголь“ па иисьмф замфняется иногда знакомъ /. 

#6. Равенство угловъ. Лва угла считаются равными или 
неравными, смотря по тому, совмфщаются ли они при нало- 


— 
\2 


Черт. 5 
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женши или НВТЪ. Положимъ, напир., что мы накладываемъ 
уголь АОВ на уголь 4,0, 3, (черт. 6) такъ, чтобы вер- 
шина О упала въ 0, прямая ОВ пошла по О.Б, и чтобы 
углы покрыли другъ друга. Если при этомъ сгорона ОА со- 


А и А, 


0 В у В, 


Черт. 6 


выфетится съ ОА, то углы равны; если же ОЛ пойдеть 
впутри угла 4, О,Б,, или ви его, то углы не разпы, при- 
чемъ тотъ изъ нихъ бущеть меньше, который составить часть 
другого угла. 

&%. Сумма угловъ. Суммою двухъ угловъ АОВи 4, 0, В, 
(черт. 7) лаз. такой уголь ММО, который составленъ изъ 


© 


Рй 


М М 


Черт. 7 


частей, соотвфтетвепно равныхъ угламь АОВ и 4,0,Б.. 
Подобнымъ образомъ может, быть со- 
ставлена, сумма трехъ и ботВе угловъ. 
Изъ понятя о сумм угловъ вы- 
зодятея понхмя объ ихъ разности, 
произведени и частномъ. Замфтимъ, 
Что прямая, дВлящая уголъ пополамъ, 
383. биссектуриссою угла (черт. 8). 


— 10 — 


Свойства прямого угла. 


#3. Опредфленя. Дза угла (4ОВ и ВОС, черт. 9) 
наз. смежными, если одна сторона у нихъ общая, а двъ 
друмя стороны составляютъ прозолжене одпа другой. Когда 


В 
В 
0! 
А о с АС 
Черт. 9 Черт. 10 


два смежные угла равны (черт. 10), то общая ихъ сторона 
ОВ наз. перпендикуляромь къ прямой АС, на которой ле- 
жать друйя стороны; если жс смежные углы неравпы (черт. 
9), то ОВ наз. наклонною къ АС. Въ томъ и другомъ слу- 
чаВ точка О наз. основчемь (перпендикуляра иди наклонной) 

Аарюдый изь равныхь смежныхь 11005 паз. прямымъ. 

Говорять: „возставить къ прамой перпендикуляръ“, если 
этотъ перпендикуляръь приходится проводить черезъ точку, 
взятую на прямой, и „омуспиить па ирямую перцондикулярь“, 
сели онъ проводится черезъ точку, взатую внЪз прямой. Го- 
воратъ: „перпенхикуляръ кз срединь прямой“, разум$я подь 
этимъ перпендикуляръ къ конечной прямой, проведенный че- 
резъ ея средипу. 

Что смежные углы могуть быть равны, видно изъ слф- 
дующей теоремы. 

3. Теорема. № з5 осякой точки прямой можно, по шу 
+ друую сторону отъ этой прямой, возставить къ ней 
перпендикулярь ц притом» только один. 

Пусть дана какая-нибудь прямая АВ (черт. 11)и на ней 
произвольная точка О. Требуется доказать: во 1) что изъ 
этой точки можно, по каждую сторопу отъ прямой АВ, напр. 
по верхнюю, возставить къ .4.Б перпепдикуляръ, и во 2), что 
этоть перпендикуляръ можеть быть только одинъ. 
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Для доказательства проведемъ 
изъ точки О прямую ОС, почти р 
сливающуюся съ ОА, и ват$мъ 
станемъ ее вращать вокругъ точки 
О въ направлении, указанпомъ на с РАО № 
чертеж стр8лкою, приближая ОС 0 
все боле и болфе кь ОВ. Тогда А 
/_ СОА будотъ непрерывно увс- 
личиваться, & / СОБ непре- 
рывно уменьшаться, причемъ послёдей уголь можеть быть 
едфланъ такь малъ, какъ угодно. Изъ эхого слфдуетъ, что 
при вращеши прямая ОС можетъ занять такое положеше ОЛ, 
при которомь углы 400) и ПОВ окажутся равными; тогда 
ОЛ и будетъ перлендикуляромъ къ АВ. Такъ какъ при вся- 
комъ иномъ положени вращающейся прямой ОС равенство 
между смежными углами ларушается, то другого перпонди- 
куляра кь АВ изъ точки О возставить нельзя, по крайней 
м$рз по ту же сторону отъ АВ, по какой лежить перпен- 
дикуларь ОД. 

20. Теорема. Бсь прямые умы равны между собою. 

Пусть смежные углы при вершинахь О и 0, (черт. 12} 
будуть прямые, т-е. / АОВ = ВОС и /.4,0,В, == 
/_ В,0,С,. Требуется доказать, что прямые углы порвой пары 
равны прямымъ угламъ второй пары. 


Черт. 11 


В В, 


Черт. 12 


Наложимь фигуру АОВС на фигуру 4, О, В, С, такъ, 
чтобы точка О упала въ О, прямая АС пошла по 4.0, 
и чтобы прямая ОВ упала по ту же сторопу отъ 4,С., по 
Которой расположена 0,В,. Тогда ОВ совпадетъь съ 0,В,, 
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потому что въ противномъ случаЪ изъ одной точки 0, пря- 
мой 4,С, можно было бы возетавить къ ней, по одву и ту 
же сторону, два перпендикуляра, что, по доказанному выше, 
невозможно. Если же прямыя ОВ и О.Б, совпадутъ, то это 
значить, что / АОВ=/ 40В и / С0В=/. СО В,, 
что и требовалось доказать. 

1. Опредбленя. Изъ доказапной теоремы слфдуетъ, что 
прямой уголъ представляетъ собою постояниую величину (ее 
обыкновенно обозначаютъ знакомъ @, т.-е. намальною буквою 
франц. слова той, прямой). ВелБд- 
стве этого друге углы сравниваютъ 
по величинз съ прямымъ угломъ. 

Всяюй уголъ АОС (черт. 13), 
мельшй прямого угла ЛОВ, наз. ост- 
фымз, а всяый уголь АОЛ, больший 
о А прямото, нав. тупым. 

Черт. 18 . : 

>. Черчеще прямого угла. Пря- 
мой уголъ легко пачертить помощью прибора, называемаго 
науюльникомь, у котораго одинъ изъ трехъ угловъ дВлается 
прямымъ. Чтобы начертить прямой уголъ при точк$ С пря- 
мой АВ (черт. 14), при- 
о ставляютъ къ этой прямой 
линейку, & къ линейкв на- 
угольникъ, какъ указано на 
чертеж», и двигаютъ на- 
угольникъ вдоль линейки до 
твхъ ипоръ, пока вернина 
прямого угла не совпадетъ 
съ точкой С. Остается ва- 
т$мъ провести по сторон® 
прямого угла прамую СД. 
э3. Доказательство наложенемъ. Пруемъ доказательства, 
которымъ мы пользовались въ $ 20, зесьма часто употре- 
бляется въ геометры для обнаружешя равенства или нерз- 
венетва фигуръ. Онъ извфетенъ подъ именемъ доказательства 
наложенщеме. Замфтимъ, что наложеще одпой плоской фигуры 
на другую всегда, можно выполнить въ такой послфдовательности: 


› Вс 


Черт. 14 
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1°. Мы можемъ любую точку одной фигуры еовмФетить 
съ любою лночкою другой фигуры; напр. (черт. 12) точку 
О съ О. 

2' По совмфщен1и двухъ точекь мы можемъ, вращая на- 
кладываемую фигуру вокругь совпавшей точки, совмЪстить 
въ объихъ фигурахъ любыя дв8 прямыя, инеходяция изъ сов- 
павшихъ точекъ; напр. (черт. 12} прямую ОС съ 0,С.. 

3°, По совм®щенми двухъ точекь и двухъ прямыхь мы 
можемъ, вращая накладываемую фигуру вокругь совпавщей 
прямой, какъ около оси, расположить эту фигуру или по ту, 
или по другую сторону оть совпавшей прямой. Напр. (черт. 
12) по совм щениг точекь О и О, и прямых ОС и 0,С,, 
мы можемь расположить фигуру АОВС или такъ, что пря- 
мая ОВ пойдетъ къ верху отв О. С., или же къ низу отъ 
нея (въ послВднемъ случаЪ будегь такъ называемое ярило- 
жене фигуры). 

Посл$ этого нашъ произволь заканчивается; совпадуть ли 
друмя части фигуръ, зависить отъ свойствь самихь фигуръ. 


Свойства смежныхъ и вертикальныхъ угловъ. 


э4. Теорема. Сумма двухз смежныхь у1л0въ равна двумь 
прямым. 

Даны два смежныхъ угла: АОВ и БОС; требуется до- 
казать, что АОВ-РРОС=Э4. 

Возставивъ изъ точки О къ пря- 
мой АС перпендикулярь ОГ, мы 
разобъемъ уголь ДОБ на двф чаети: 
АОЛ и ООВ, такъ что можно па- 
писать: 

АОВ=АОРр- ОВ 


Приложимъ кь обфимъ частямъ 
этого равепства по углу ВОС; тогда 
получим: 


Черт: 15 


АОВ- ВоС=дор-ров- вос 
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Но сумма ДОВ-- ВОС составляетъ прямой уголь РОС; 
елвдовательно: 


«ов вВ0с=ШЩор-06(=а-а=?а 


э5. Слёдетвя. 1°. Сумма умловь: ДОВ, ВОС, СОР, 
РОЕ (черт. 16), расположенныхь вокруь общей вершины О 
по одну сторону прямой АЕ, равна 34, 


Черт. 16 Черт. 11 


потому чт0 эта сумма составляеть сумму двухъ смежпыхъ 
угловъ, напр. такихъ: АОС-- СОЕ. 

2°. Сумма улов: АОВ, ВОС, 000, РОЕ, ЕОЛ 
(черт. 17), расположенные вокру общей вершины О зо 
объ стороны какой-нибудь прямой ПОМ, равны 44, 

потому что эта сумма равна (МОВ-ВОС- С0Р)-- 
--(ФОЕ-ЕОА-АОМ)=?2а-2а=4а. 

э6. Обратная теорема. 7ли сумма двухё умов, имт- 
ющихё общую сторону и не покрывающихь дру дрпа, рав- 
на двумз прямым, то тииае флы смежные, т.-е. двзь дру- 
ия стороны ихь составляють продолженще одна друой. 

Пусть даны два угла: АОВ и ВОС, имфюще общую 
сторону ОБ и не покрывающе другъ друга; пусть, кромЪ 
того, сумма ихъ равна 24; требуется доказать, что ОС есть 
продолжеше АО. 

Для доказательства допустимъ 
временно, что продолжене сто- 
ропы ЛО пойдетъ по яФкоторому 

С направленю ОО, не сливающе- 
еее П муся съ ОС. Поемотримъ, къ 
чему приведетъ насъ это допуще- 
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не. Такъ какъ углы АОВ и ВОПШ смежные, то по дока- 


занному выше (24): 
АОВ-- ВОр=24 


Въ то же время, согласпо условю нашей теоремы, мы 


имфемъ: 
АоОвВ- В00=2а 


Правыя части этихь двухъ равенствъ равны, сл$д. равны 


и ЛЬвыя: 
АОВ+ ВОр=аАОВ- ВОС 


Отназъ отъ равныхъ суммъ по одному и тому же углу 
АОВ, мы должны получить равные остатки: 


Ввор= ВОС. 


Это равенство невозможно, такъ какъ изъ чертежа не- 
посредетвеяно видно, что / ВОД больше / ВОС. 

Если въ резузьтат% разсуждешя мы получаемъ певозмож- 
ный (нелзный) выводъ, то это можеть произойти отъ двухь 
причинъ: вчи мы вевЪрьо разсуждали, или же мы основыва- 
лись на невозможномъ лопущети. Разсуждеше наше было 
правильно; значитъ, причипа нелЗиаго вывода заключается въ 
невозможности лопущетя. будто продолжене АО ие сливается 
съ ОС. Еели же это предположеше невозможно, то остается 
только одно: продолокеме АО есть ОС (елд., налщь чер- 
тежь сдфланъ испразильно); что и требовалось доказаль. 

Ф3. Слфдете. сли из5 одной точки О прямой АВ 
возстивимь кь ней, по каждую ея сторону, перпендикуляры 
ОС и ОФ, то эти перпендикуляры 
образуют одну прямую СП, по- С 
тому что сумма угловъ СОВ п 
ВОГ равна 34. 

25. Опредблее. НеопредВлен- 0 В 
ная прямая СП (черт. 19), кото- 
рой части ОС и О. служатъ пер- 
пендикулярами кь прямой АД, наз. 
Лишей, перпендикулярной 5 АБ. 


Черт. 19 
Еели СЛ перпендикулярна къ р 
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АВ, тои АБ перпендикулярна къ СЛ, потому что части 
ОА и ОВ служкать также периендикулярами къ СО. Поэтому 
прямыя АВ и СД наз. взаимно-пертендикулярными. 

Что дв праямыя АБ и СО взаимно перпендикулярны, 
выражаютъ иисьменпо такъ: АВ | СО. 

ээ. Доказательство отъ противнаго. Способъ доказатель- 
ства, которымъ мы пользовались въ & 26, наз. доказатель- 
ствомъ 015 противнало, или приведещемь къ немьпости (тс- 
Чисбо а@ абзитдит). Первое назвавше этотъ способъ получиль 
потому, что въ началЪ разсужденя дВлается предположеше. 
противное (противоположное) тому, что требуется доказать. 
Приведенемъ къ нелФпости онъ наз. вслбдетые того, что. 
разсуждая на основани сдБланнаго предположешя, мы при- 
ходимъ кь мельтому выводу (къ абеурду). Полученю такого 
вывода заставляетъ насъ отвергнуть сдфланное въ начал до- 
пущене п принять 10, которое требовалось доказать. 

з®. Опредфлене. Два угза наз. вертикальными, если 
стороны одного составляютъ продолжене сторонъ другого. 

Такь, при перес$чещи двухъ прямыхъ 1Б и СР (черт. 
20) образуются двЗ пары вертикальныхь угловъ: 4ОД и 
СОБ, АОСи РОВ. 

ЗЕ. Теорема. Вертикальные маш равны. 

Пусть даны два вертикальныхъ угла: АОДи СОБ, т.-е. 
ОВ есть продолжеме ОА, а ОС продолжеше ОД. Тробуется 
доказать, что АО)-= СОБ. 

А По свойству смежныхъь угловъ можемъ 
р 


написать: 
\ / А0р- роВ=94 
\ ров-+ В0ОС=9а 


о Значитъ: АО) рОВ= ров ВОС. 
Отнявъ отъ обфихь частей этого равен- 
ства по углу ДО-В, получимъ: 


5 \в д0р= в06 


Черт. 20 Подобнымъ же образомъ докажемъ, что 
и 40С= ОВ. 


32. Теорема. Из5 всякой точки внь прямой можно 
опусплинь на эту прямую перпендикулярь и притомз только 
одинз. 

Пусть дана какая-нибудь прямая АБ и внё ея произволь- 
ная точка М; требуется доказать, что во 1) изъ этой точки 
можно опустить на прямую А.В перпевдикуляръ, и во 2) что 
этотъ перпендикуляръь можеть быть только одинъ, 

Перегнемъ чертежъ по прямой М 
АВ такь, чтобы верхняя его часть 
упала на нижнюю. Тогда точка М 
займеть нфкоторое положене №. 
ОтмЗтивъ эт0 положене, привсдемъ А 
чертежъ въ прежьй видъ и затЗмъ 
соединимь точки М и М прямою. 
'Геперь докажемъ, что прамая ЛМ К 
перпендикулярна къ АБ, а всякая | 
иная прямая, исходящая изъ Л, 
напр. МО, не перпендикулярпа къ АВ. Для этого перегнемъ 
чертежъ вторично. Тогда точка № снова совмфетитея съ М, 
& точки Си Ш останутся на своипхъ м%етахь; слфд., пря- 
мая ЛГС совпадеть съ СХ, а МО съ ОМ. Изь этого ел- 
дуеть, что / МОВ=/ ВОМи / МОС=/ СБ. Во 
углы СВ и ВСМ смежные и, какъ теперь видимъ, равные; 
слЗд., каждый пзъь нихь есть прямой, а потому ММ ЛВ. 
Такъ какъь лия МОМ не прямая (между точками Ли № 
не можеть быть двухъ различныхь ирямыхъ), то сумма двухъ 
равныхь угловъ {ОС и СОМ не равиа 24; поэтому уголь 
МОС не есть прямой, и, зпачитъ, МО не перпендикулярна, 
въ АБ, Такимъ образомъ, другого перпендикуляра изъ точки 
М на прямую АВ опустить нельзя. 

Замфчане. Чтобы опустить перпендикуляръь на прямую 
изъ данной точки, можно пользоваться линейкой и науголь- 
никомт (см. черт. 14). 

Упражненя. Доказать, что: 

1. Биссектриссы двухтЪ вертикальлихъ угловъ составляютЪ продол- 
жене одна другой, 

3. Биссекхриесы двухъ смежныхъ углову перпендикулярны. 

А. П, КИСЕЛВВЪ. 


Черт. 21 


т) 
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3. Если при точЕЁ О прямой АВ (черт. 20) построимъ, по разиыя 
стороны отъ АВ, равпые углы АОЛ и ВОС, то стороны ихъ Ори 06 
составляютъ одну прамую. 

4. Если изъ точки О (черт. 20) проведемъ прямыя Од, Ор, ОВ, 00 
такъ, что / 406=/ РОВи / АО0Р=/ ООВ, то ОВ есть продолжеве 
ОА н ОД нродохкеше ОС. 


ГЛАВА П. 
Треугольники и многоугольники, 


Понят{е о многоугольник® ин треугольник®. 


33. Ломаная линя. Лон!я наз. ломаною, когда она со- 
стоить изъ отрЪзковъ прямой, не расположенныхь на одной 
прямой (черт. 22 или 23). Эти отр3зки наз. сторонами ло- 
маной, & вершины угловъ, образуемыхь соседними отрЪзка- 
ми, —— вемшинами ея. Ломаная ливя обозначается рядомъ 
буквъ, поставленныхъ у ея вершинъ и концовъ. 


Черт. 22 Черт. 23 


Ломаная АВСЬЕ наз. выпуклою, если она вся располо- 
жена по одну сторону отъ каждало составляющаго ее отр%з- 
ка, продолженнаго неопред$ленно. 

Вытуклая ломаная не можетв пересьчься с5 прямою 
линаей болье, чъмз в5 двутё точкахь. Д\иствительно, если 
бы ломаная пересЗкалась съ какою-нибудь ирямою въ трехъ 
точкахь 4, Ви С (черт. 23), то она была бы расположена 
по разныя стороны того отр3зка, который проходить черезъ 
среднюю точку В; значитъ, такую ломаную нельзя было бы 
назвать выпуклою. 

Когда концы ломаной сходятся въ одну точку, то она 
наз. замкнуто%. 
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Сумма везхъ сторонъ ломаной наз. ея яериметромь или 
длиной. 

за. Многоугольникъ. Часть плоскости, ограниченная 
замкнутою ломаной лишей, наз. мнооуюльникомь (черт. 24). 
Стороны этой ломапой наз. сторонами многоугольника, углы, 
составленные каждыми двумя соседними сторонами, — умами 
многоугольника, & ихъ вершины— вершинами его. 


о 


Черт. 24 


Многоугольникъь наз. выпуклиме, если онъ ограничень 
выпуклою ломаною лишей. Таковъ, напр., многоуг. АВСДЕ 
(черт. 24); но нельзя назвать выпуклымъ многоуг. /№МРОВ 
(тотъ же черт.). 

Всякая прямая 4.0), которая соединяетъь вершины двухъ 
угловь многоугольпика, ве прилежащихь къ одной сторонф, 
ваз. дилональю. 

Сумма сторонъ многоугольника наз. периметромь ето. 

Два, мпогоугольника, какъ и вообще двЗ кавшя-нибудь гео- 
метрическя фигуры, считаются равными, если они при на- 
локеши совизщаются. 

Наименьшее число сторонъ въ многоугольникВ зири. По 
числу сторопъ мпогоугольникь наз. преуюльникомъ, четыре- 
ольникомз, пяпиилольникомь и т. п, 

$5. Раздфлеше треугольниковъ. Треугольники разл 
ляются или по сторопамъ, или но угламъ. Отяосительно сто- 
ронь они бываютъ: разностороннае (черт. 25), когда всЪ 
стороны различной длины, равнобедренные (черт. 26), когда 
дв стороны одинаковы, и равносторонще (черт. 27), когда 
Вс стороны равны. 
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Относительно угловъ треугольники бываютъ: 0строуюь- 
ные (черт. 25), когда всф углы острые, прямозулюольные (черт. 
28), когда въ числ угловъ есть прямой, и тупоуюльные 


АДА 


Черт. 25 Черт. 26 Черт. 27 


(черт. 29), когда въ числ угловъ есть тупой. Въ прямоу- 
гольномъ треугольник стороны, образующя прямой уголъ, 
назыв. катетами, & сторона, лежащая противъ прямого 
угла, —ииотенузой. 


КАТЕТЬ 


2 
5$ 
$ 
< 
Хх 
х 
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КАТЕТЬ 
Черт, 28 Черт. 29 


з®. Главн5йшЯя линм въ треугольникЪ. Одну изъ сторонъ 
треугольника обыкновенно называють основанем», вершину 
противолежащаго угла— вершиною тр.-ка, а перпендикуляръ, 
опущенный изъ вершины па основаше или на сго продолже- 
ще, — высотою его. 'Текь если въ тр.-кё АБС (черт. 30 
или 31) за основаще взята сторона АС, то В будетъ вер- 
шина, ВО выеота тр.-ка.. 

Въ разпобелренномъ тр.-кЗ основащшемъ называють обык- 
новенно сторону, не принадлежащую къ равинмъ. 

Прямая ВА (черт. 30 пли 31), соединяющая вершину 
какого-нибудь угла тр.-ка съ срединою противоположной сто- 


роны, наз. меданою (средней лишей). Прямая ВЕ (черт. 30), 
дЪлящая какой-нибудь уготь тр.-ка пополамъ, паз. биссект- 


фиссою. 
На письмВ слово „треугольникъ“ замфннется иногда зна- 


комъ А. 


В 


Черт. 30 Черт. 31 


Свойства равнобедреннаго треугольника. 


33. Теорема. Бз равнобедренномз треуюльникть биссек- 
эприсса лая при вершин служить одновременно мефаной, 
высотой и пернендикуляромз кз срединъ основания. 

Пусть тр.-къ АВС равнобед- 
ревный и прямая ВД дфлитъ по- 
поламъ уголъ 3 при вершин его. 
Требуется доказать, что ВД есть 
хакже и межана, и высота, и пер- 
пендикуляръ къ средицВ осповавя. 
Вообразимъ, что Л АБО повер- 
нуть вокругь стороны ВБД) такъ, 
чтобы онъ упалъ на, ^ ВОС. Тогда, $ С 
вслфдетв!е равенства угловъ 1 и р , 

2, сторона АВ упадетъ на ВС, Черт. 82 

& велфдетЫе равенства этихъ сторонъ точка 4 совпадеть 
съ С. - Поэтому РА совмЪетится съ ОС и уголь 4 съ уг- 
ломъ 3; значить, ДА=ФШООи / 3=/ 4. Изъ того, что 
РА= С, слёдуетъ, что ВЛ есть медана; изъ того, что уг- 
лы Зи 4 равны, выходитъ, что эти углы прямые и БО 


В 


2 
.— 
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есть высота тр.-ка АВС; наконецъ, изъ того и другого вмЗет® 
выводимъ, что ВО есть перпендикуляръ къ средин$ основаня. 

38. Слёдетв!е. 1°. Такимъ образомъ мы видимь, Что въ 
разнобедрепномъ тр.-к® АВС (черт. 32) одна и та же пря- 
мая ВП облалаетъ 4-мя свойствами: опа есть биссектрисеа, 
угла при вершия$, медапа, проведенная къ основанию, вы- 
сота, опущенная ина основаше, и, наконецъ, перпендикуляръ 
къ срединВ осповая, Такъ какъ каждое изъ этихъ 4-хъ 
свойствъ вполнБ опредБлясть положене прямой БО, то су- 
ществоваюе одного изъ нихъ влечетъ за собой вс осталь- 
ныя. Напр.: 

высота, отлущенная на основане равнобедренназо треу- 
зольники, служить одновременио биссектриссою узла при вер- 
илииь, мефаною, проведенною кз основийю, и перпендику- 
ляром кз срединь основаная. 

Д'Ействительно, во 1, эта высота должна елужить биссек- 
триссою угла при вершин, потому что въ противномъ елу- 
чаф, проведя такую биссектриссу, мы имЗли бы дв высоты 
на одну и ту же сторону тр.-ка, что невозможно. Во 2, эта 
высота, будучи биссектрисеою, должна быть, по доказаниному, 
и меданой, и перпецдикуляромь къ срединф осповажя. 

39. Слёдетве 2°. Изъ того, что тр.-ки АВ. и ВОС 
(черт. 32) совищаютея веЗми своими частями, слБдуетъ, 
что / Д=/ С, т.-6. 

вё равнобедренномь треуюльникь умы при основан 
равны. 


Признаки равенства треугольниковъ. 


4Ф. Предварительныя понятя. Тахъь какъ равными тре- 
угольниками наз. таве, которые при наложенш совм щаются, 
то въ такихъ тр.-кахъ равны всф соотв®тствующе элемении 
ихь, т.-е. сторопы, углы, высоты, меманы и биссектриссы. 
Однако, для того, чтобы утверждать разенетво двухъ тре- 
угольниковъ, не необтодимо знать равенетво всьх5 элементовъ 
ихъ; достаточно убфдиться въ равенствз только нЪкоторыхъ 
изъ нихь. СлФдующя теоремы излагають три главифйние 
признака равепетва тр.-ковъ. 


а. Теоремы. Дса мреуюльника равны, если: 

1°, двь стороны и уюль, закмоченный между ними, 00- 
нозо прелольника соотвътетвенно равны 0двумз сторонамь 
и у4У, заключенному между ними, друюю трейольника; 

или 2°, два щла и прилежащия кз нимз сторона одноло 
трелольники соотвтьтетвенно равны двумь уламь и приле- 
жащей къ нимь сторонь друюю треугольника; 

пли 3°, три стороны однозо треуюльника соотвтъитственно 
равны трем сторонам друою треуюльника. 

1’. Пусть АВСи А.В, С, будуть два тр.-ка, у которыхъ: 


А=А,, АСЕА, С, и АВЕАВ.. 


Требуется доказать, что эти тр.-ники равны. 


А А, 


С В С; В 
Черт. 33 


Наложимь Л АВС ва Л А, Б,С такь, чтобы точка А 
совпала съ 4, и еторова АС пошла ло 4,О,. Тогда, вел$д- 
стве равенства этихъ сторонъ, точка С совмфетится ев С; 
вслВдетвые равенства угловъ «{ и 4, сторона АБ пойдетъ по 
4 В, & вел$дстве равенства этихъ сторонъ точка В упадетъ 
въ Р,; поэтому сторона СВ совмфетится съ С.В, (между 
двумя точками можпо провести только одну прямую) п треу- 
гольники совпадуть; значить, они равны. 

2°. Пусть АВСи 4, В,С, будуть два тр.-ка, у которыхъ: 


СВ=С В, С=С и ВЕБ. 
Требуется доказать, что эги тр.-ники равны (черт. 34). 


Наложимь Л АВС на Д А,В, С, таке, чтобы точка С 
совпала сл, С; и сторона СВ пошла по С,В,; тогда, вел®д- 
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стые равенства этихъ сторонъ, точка В упадетъь въ В,, & 
вслфдстые равенства угловь Ви В,, Си С, сторона ВА 
пойдетъь по В,.4, и сторона СА по С, А,. Такъ какъ ДВ 
прямыя могуть пересБчьея только въ одной точк$, то вер- 
шина „4 должна совпасть съ Д,. Такимъ образомъ, тр.-ники 
совм$етятся; значить, они равны. 


А ЗА’ 


Черт. 34 


3°. Пусть АВС и 4, В, С, будуть два тр.-ка, у которыхъ: 
АВ=4,В,, ВС=В,С, и САЕСА,. 


Требуется доказать, что эти тр.-ники равны (черт. 35). 


В 


А и С 


Черт. 35 


Доказывать этоть признакъ равенства наложенаемь, какъ 
мы это дЪфлали для первыхъ двухъ признаковъ, было бы не- 
удобно, такъ хакъ. не зная ничего о зеличинв угловъ, мы 
не можемь утверждать, что при совпадениг двухъ равныхъ 
сторонъ совпадутъь и остальныя. Употребимь иной премъ до- 
кавательства. 
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Приложимь Л АВС вь А 4,В, С такъ, чтобы у нихь 
слились разныя стороны АС и 4,(,. Тогда А АВС займетъ 
положеше 4, С, В;.. Соединивъ прямою точки В, и В,., мы 
получимъ два равнобедренные тр.-ка 4, В.Б, и ВБ, С. В, 
съ общимъ основашемъь ВБ, В,,. Докажемъ, что въ каждомъ 
изъ нихь прямая А.С, служить биссектриссою угловь при 
вершин. Для этого допустимь временно, что биссектрисса 
угла В.А, Б,, будетъ не .4,С,, & какая-нибудь иная прямая 
АО, и биссектриесой угла В, С, В,, будеть не С, 4,, а ка- 
кая-нибудь иная прямая С.Ш. Такъ кавъ въ равнобедренномъ 
тр.-хВ биссектрисса угла при вершип$ служить вь то же 
время и меданою, и высотою (37), то прямыя 4 и СО, 
во 1-хъ, должны пройти черезь одну и ту же точку примой 
В,В,., нменно черезъ средину ея, во 2-хъ, он должны со- 
ставить одпу прямую (26). Но черезь дв точки 4, и С, 
можно провести только одну прямую; значитъ, биссектриссы 
А.В и С.Л должны селиться съ прямой 4,С.. Изъь этого 
слфдуетъ, что /1=/3Зи/2=/ 4. Но въ такомъ елу- 
чаЪ данные тр.-ки должны быть равны, такъ какъ два угла 
и прилежащая къ нимь сторона одного равны соотвЪтетвенно 
двумъ угламъ и прилежащей къ лимъ сторонф другого. 

Замфчане. Въ равныхъ тр.-кахъ противъ равныхъ сто- 
ронъ лежатъ равпые углы и противъ равныхъ угловь лежат 
равныя стороны. 


Соотношеше между углами и сторонами треугольника. 


4». Теорема. Если какую-нибудь сторону треуюльника 
продолжимь в5 одномь натравлени, то образовавийся при 
эюм5 виъиний здоль больше каждаю внутренняю фиш, не 
смежнио ©5 нимз. 

Напр., продолжимъ въ тр.-кВ АВС (черт. 36) сторону АС 
3& точку С и докажемъ, что вишней уголь ВСЛ больше каж- 
даго изь внутрепнихъ угловъ 4 и В, не смежныхь съ внЪш- 
имЪ. Черезъ средину Ё стороны ВО проведемъ медану АЁ и 
Продоляимъ ес на длину АР, равную АЕ. Соедипимь Ё съ 

Тр.-ю АВЕ и ЕГО фавяы, такъ какь ири точеЁ К 
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они имфютъ по равному углу, заключенному между двумя соот- 
вЪтственно равными сторонами. Изъ равенства, их заключаемъ, 
что углы Ви ЕСЕ, лежалще противъ раввыхь сторонъ АЁ 
и ЕЁ, равны; но уголь ЕСЁ, составляя часть внЪшняго угла 
БСО, меньше его; слЗд., и уголь В меньше ВСО. 
Продохживь сторону ВС 
за точку С, мы получимъ визш- 
. ый уголь АСИ, равпый углу 
Е БСП (какъ вертикальный съ 
нимъ). Если изъ вершины В 
\ провелемь къ сторон АС ме- 


В Г 


А с р дану и продолжимь ее на та- 
. вую же длину за сторону АС, 
`Н то совсршеяио такъ же лока- 

Черт. 36 жехъ, что уголь А меньше АСН, 


т.-е. меньше ВСР. 

43. СлБдетве. Если вх треуюльникь одииь поль пря- 
мой, или тупой, то два дууце дла острые. 

ДЪиствительно, допустимъ, что какой-пибудь уголь С 
тр.-ка АБС (черт. 36) будетъ прямой или туной; тогда 
смежный съ пимъ внфшЕей уголь должень быть прямой или 
острый; велБдетве этого углы 4 и В, которые, по доказан- 
ному, меньше внзшняго угла, должны быть оба острые. 

44. Теоремы Во всякомь трелолникь: Г, противь рав- 
ных сторонь лежать равные уаы; 2‘, противь большей 
стороны лежитх больиий роль. 

1°. Если дв стороны треугольника равны, то онъ равно- 
бедренный; тогда ‘углы, лежапие противъ этихь сторонъ, 
должны быть равпы, каль углы ири основаниг равпобедреннаго 
треугольника (39). 

2°. Пусть въ ^ АВС (черт. 37) сторопа АВ больше ВС; 
требуется доказать, что /_ С больше /_А. 

Отложимъ на ВА часть ВО, равпую ВС, и соединимъ 
Р съ С. Тогда получимъ равнобедренный Л ОВС, у котораго 
углы при осповани разны, т.-е. / ВрС=/ ВСР. Но уголь 
ВОС, какъ внзший ло отношеню къ Л АС, больше угла А; 
слбд., и уг. ВСО больше А, а потому и подавно, уг. ВСА 
больше угла «{; что и требовалось доказать. 
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@5. Слфдетве. В равносторониемь треуюльниють всъ 
уьии равны; въ разностороннемь треуольниию низ равных 


41.10%. 
ав. Обратныя теоремы. Бо всяком 

преуюльниюь: 1’, нротивз равныхь у- д 

4065 лежать равныя стороны; 2°, , 

против» больниио зума лежите бол- к 

шая сторона. р РА 


1°. Пуеть углы А и С равпы ри 
(черт. 37); требуется доказать, что # Д_ —_- 


4В= ВС. — Предположимъ протилное, 
г.-е. что АВ пе разво ВС. Тогда, 
могутъ представиться два случая: или АВ > ВС, ми АВ< 
ВС. Въ первомъ случаВ, по доказанному въ теорем$ прямой, 
уг. С долженъ быть больше угла 4, что противорЗчить усло- 
вю; значить, этоть случай надо исключить. Во второмъ слу- 
чаф, когда АВ < ВС, уг. С. долженъ быть меньше угла А, 
что также противор$читъ условно; значитъ, и этотъ случай 
надо ‘исключить. Остается одинъь возможный случай, что 
АБ= БС. 

2°. Пусть въ томъ же тр-—кВ уг. С больше угла 4; 
требуется доказать, что АВ > ВС. — Предположимъ противное, 
Т.-е. что АВ не больше ВС. Тогда могутъ представиться два 
случая: иин АВ = ВО, или АБ < ВС. Въ первомъ случаф, 
согласно прямой теорем, углы А и С были бы равны, во 
второмь случа уг. 4 быль бы больше С; и то, и другое 
противорфчить условю; значитъ, оба эти случая исключаются. 
Остается одинъ возможный случай, что АВ> ВС. 

43. Слёдствя. 1°. Равнолольный трелольникь есть 
равностороннй: 

2°. Вь преуюльникь сторона, лежащая против тутоло- 
или прямо ума, больше друзихь сторонз (43). 

48. Замфчане объ обратныхъ теоремахъ. Если въ те- 
орем$ или рядф теорсмъ мы раземотр6ли всевозможные слу- 
чан, которые могутъ представиться относительно величины или 
расположеня нфкоторыхъ частей фигуры, причемъ оказалось, 
Что вЪ разаичныхь случаяхь получаются различные выводы 


Черт. 37 
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относительно величины или расположеня другихъ частей фи- 
гуры, то можемъ утверждать заранфе (& р\10т), что обрат- 
ныя предложенля впрны. 

Приведемъ этому примЗръ. Относительно величины двухъ 
сторонъ треугольника, напр. 4В и ВС, могуть представиться 
только слБдующ!е три различные случая: 


АВ= ВО, АВ> ВС, АВ< ВС. 


Въ теоремахь 5 44-го мы разсмотрЗли вс эти случаи, 
причемь оказалось, что вь каждомъ изъ нихъ получаются 
различные выводы относительно величины противолежащихъ 
угловъ А и С, а именно: 


А=О, АХО, АС. 


И мы видфли (46), что обратныя предложевя оказались 
в$рными, въ чемъ легко было убфдиться доказательствомъ отъ 
противнаго. 

ВпослВдетв!и намъ неоднократно придется убЪждатьея въ 
вЪрности этого замфчания. 


Сравнительная длина объемлющихъ и объемлемыхъ 
ломаныхъ лниш. 


а9. Теорема. 35 треуюльникь одна сторона меньше 
суммы двухъь дручить сторонз. 

Пусть въ Л АВС сторона АС будетъ наибольшая. Дока- 

жемъ, что даже эта наибольшая сторона меныше суммы другихь 

р сторонъ. т.-е. меньше АВ-- ВС. —- 

Продолживь АВ, отложимь Вр= ВС 

в и проведемъ ОС. Такъ какъ Л ВОС 

равнобедрепный, то / Д=У БСВ; по- 

этому уголь О меньше угла ОСА, и, 

/ сл№д.. въ Л АРС сторона АС меньше 

А С 4р (46), т-е. А0< АВ- ВФ. 3За- 

Черт. 38 м®нивъ ВД на ВС, получимъ 


АС< АВ- ВС. 
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5. Слёдстые. Отнявъ отъ обфихъ частей выведеннаго 
неравенства по АВ или по ВС, найдемъ: 


АС_АВ<ВСи 40С—ВС< АВ. 


Читая эти неравенства спраза налфво, можемь ихъ вы- 
разить такъ: 

вз трелольникюь одна сторона больше разности двуть 
друить сторон. 

5. Теорема. Отрьзокь прямой короче всякой ломаной, 
проведенной между ею концами. 

Пуеть АЛ будетъ прямая, а АВОДЕ какая-нибудь лома- 
ная, проведенная между концами прямой. Требуется доказать, 
что АЁ короче АВ-- Вст СРР Е. 

Соединивь 4 съ Си р, 
находимъ, согласно предыдущей 
теорем$: 


АЕ<АР+ Е; АБ< АС 
+ Ср; Аб< АВ-- ВС. 


Сложимъ почленно эти не- 
равенства и затВмъ отнимемъ отъ обфихъ частей по А) и 
АС; тогда получимъ: 


АЕ< ав ВС СР БЕ. 


Черт. 39 


53. Теорема. Выпуклия зоманая короче всякой объем.но- 
щей ломаной. 

Если изъ двухъ ломаныхъь линй, проведенныхъь между 
двумя точками Л и Д (черт. 40) и расположенпыхь ло одку 
сторону отъ прямой 4), одна вся заключена внутри много- 
Угольника, образованнаго другою ломаной съ прямой АД, то 
внзшняя изъ нихъ наз. обземлющей, а внутрепияя —- обзем- 
Чемоц. 

Пусть АВС будетъ выпуклая ломаная, & АНЕСД ка- 
кал-нидудь объемлющая ломаная. Требуется доказать, что АВСО 
*ороче АНРа.— Продолживъ стороны АВ и ВС, кавъ ука- 
Зано на чертежЪ, найдемъ (49 и 5]: 
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АВ-+-ВИ<АЕ-ЕН 
вВо- Сск< ВН-ЕНЕ-- ЕО СК 
Ор < ОК-- КФХ. 


Сложивъ эти неравенства, сок- 
ратимъ фезтльтать на вспомога- 
тельпые отрзки ВН и СЁ и за- 
т$мъ замфнимъ ЁН -- НЕ черезъ 
ЕЁГ и СК-- КО черезь СО; 
тогда получимъ: 


АВ ВС-Ср<АЕНЕЕ+ 
Черт. 40 
--ЕРа-- СО; что и тр. док. 

53. Сл6детве. Периметрь выпуклаю мнооуюльника 
меньше периметра всяко друубо мноолольника, внутри 
ко’пораао заключенх первый. 

Пусть 4.Б СШ будетъ выпуклый мпогоугольникъ, а МИРОВ 
какой-нибудь многоугольникъ, впутри котораго заключенъ пер- 
вый. Требуется доказать, что 


АВ-- ВС Ор А< ВМ ММ-- МР РО-ОВ. 


Продолживъ въ обопхъ направ- 

лешяхъ какую-нибудь сторону АД 

р выпуклато многоугольника, будемъ 
имЪть: 


АВ-+ Ва-- Ор<АТ-ТМ-+ 
+ МУ-- МРЁРО-+ 05-+ 50; 
АТ-- АР+ 05< 88-1 ВТ. 


Черт. 41 Сложивъ эти неравенства, сок- 
ратимъ результать на АТи 05; залфмъ зам$нииь ВР ТМ 
черезь АМ и П5-- 95 черезь ВО; тог"а получимъ: 


АВ ВС ср-рА< ВМ- МХ `'- РО-ОВ. 
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Треугольилки съ двумя соотв тетвенно равными сторонами. 


54а. Теоремы. Лсли 0в» стороны одною треуольника 
соопвьтственно равны двумё сторонамь дрлою треуюл- 
ника, то 

1°, яротиивз болыцшаю изв уловь, заглюченныхь между 
ними, лежитз большая сторона; 

2°, обратно: противь ббльшей изз остальныть сторон 
дежитз больший люлз. 


С А С. 


у ы 


Черт. 42 


1°, Пусть АБС и 4,В,С, будуть два треугольника, у 
которыхъ: 
АС=4А (С, АВ=А В и А>А.. 


Требуется доказать, что ВС> В, С,.—Наложимъ Л 4, В, С, 
на Л АВС такъ, чтобы сторона .4,С, совпала съ АС. Такъ 
какъ А, < .4, то сторона 4, В, пойдеть внутри угла 4; пусть 
А 4, В, С, займетъ положеше АСВ,, (вершина В, можегъ 
упасть или вп$ ^^ АВС, или внутри его, или же на сто- 
ров ВС; доказательство можетъ быть примфнено ко веёмъ 
этимъ случаямъ). Проведемь биссектриссу АД угла ВАВ,, 
и соедивимь О съ В,,; тогда иполучимъ два тр —кха АВЛ п 
РАВ,,, которые равны, потому что у вихь АЛ общая ето- 
рова, 4В— АВ,, по условю и / ВАР=/ БАВ,, по д- 
лено. Изъ равенства тр.—ковъ слёдуегъ: Вр=ФОВ,.. Те- 
перь изъ Л ОСВ,, выводимъ: В, С< ВОЛОС (49), ИЛИ 
(зам ниве В.Р НА ВО): 
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В, С<ВР- ОС, т.е. В, С, < ВС. 


2°, Пусть въ тзхъ же треугольникахъ будетъ дано уело- 
вемъ: 
АВ=А В 46=4А С и ВС>Б,С.. 


Требуетея доказать, что 4 > А,.—Предиоложимъ противное, 
т.-е. что „4 ме больше А, ; тогда могутъ представиться два слу- 
чая: или 4—=4,, или А< 4,. Въ первомъ случа тр.—ки 
были бы равны и, слфд., сторона ВС равнялась бы В,С,, 
что противорчитъь условю; во второмъ случаВ сторона ВС 
была бы меньше ВБ,(С,, что также противорВчить условю. 
Значить, оба эти случая исключаются; остается одинъ воз- 
можный случай, что А > АД,. 


ГЛАВА Ш. 


Перпендикуляры и наклонныя. 


55. Теоремы. Козда изг одной точки проведены кь одной 
прямой перпендикулярь и нъсколько наклонных, то: 
1°, мерпендикуляюз короче всякой наклонной; 
2°, если двъ наклонныя одинаково уделены отз основанля 
перпендикуляра, то онъ равны; 
3°, если двъ наклонныя неодинаково удалены отф осно- 
виия перпендикуляра, то та изь них болуше, которая 
дальше отстоит 075 перпендикуляра. 
1°. Пусть изъ точки А къ 
прямой ММ проведены перцен- 


А 
Т дикуляръ АБ н какая-нибудь 
наклонная „С. Требуется до- 
казаль, 410 АБ < АС. — Въ 
А АВС уголь ВБ прямой, а 
м—@ Ех противъ прямого угла должна 


лежать большая сторона (47,2°); 


Черт. 43 слёд., АС> АВ. 


— 33 — 


2°. Пусть 4С и ДР будутъ дв тамя наклонныя къ пря- 
мой ЛМ, которыхь основашя Си 0) одинаково удалены отъ 
основашя перпендикуляра, т.-е. СВ= БЛ); требуется дока- 
зать, чт0 АО= АД.—Въ тр— кахъ АВСи АБЛ есть 0б- 
щая сторона АВ и сверхъ того ВС= ВО (по условию) и 
/ АВО=/ АВС (кахъ углы прямые); значитъ, эти тр—ки 
равны и потому А(== АХ. 

3°. Пусть АСи АЕ будуть двЪ ташя наклонныя къ пря- 
мой ЛЕМ, которыхь основатя неодинаково удалены отъ осно- 
ван!я перпендикуляра; напр., пусть В_> ВС; требуется до- 
казать, ч10 АЕ > 40.—Отложимъ ВО = ВС и проведемъ АД. 
По доказанному выше 4)= АС. Сравнимь АЕ съ АО. 
Уголь АПЛ есть вифшей по отнотенио къ ^ АВД и по- 
тому онъ больше прямого угла АВО; слфд., / АШЕ тупой; 
въ ^ АВЕ противъ тупого угла должна лежать большая 
сторона (47,2°); значить, АЙ> АД и, елд.. ААС. 

5®. Обратныя предложеня. Въ доказанныхъ теоремахъ 
разсмотрзны всевозможные случаи относительно разстояшй 
наклонныхъ отъ основатя перпендикуляра; при этомъ полу- 
чились различные выводы относительно длины наклонныхъ; 
ветВдетые этого обратныя предложеня должны быть вЗрны 
(48), = именно: 

1°. Аратчаййиее разстояне точки отз прямой есть 
перпендикулярь; 

Если двъ наклонныя равны, то онь одинаково уда- 
лены отз основаная перпендикуляра; 
Ёсли деь наклонныя не равны, зио большая из5 них 

далыие отстоитз отз основаня перпендикуляра. 

Предоставляемъ учащимся самимъ доказать эти предложе- 
ня (отъ иротивнаго). 

Замфчане. Когда товорять: „разстояше точки отъ пря- 
мой“, то разумютъ „кратчайшее“ разетояне, т.-е, перпен- 
дикуляръ, опущенный изъ этой точки на прямую. 
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Равенство прямоугольныхь треугольниковъ. 


59. Такъ какъ въ прямоугольныхь тр-—кахъ Углы, со-. 
держалиеся между катетами, всегда равны, какъ прямые, то: 

Прямоуюльные треуюлники равны, если: 

1°, катеты однозо трерлольника соотвътственно равны 
питетамз дру; 

или 2°, катетз и прилежащий къ нему острый уоль 
одно треулольника равны оотвттсетвенно катету и при- 
лежащему кь нему острому уму дрлюю треулольника. 

Эти два признака не требуютъ особаго доказательства, 
такъ какъ они представляютъ лишь частпые случаи общихъ. 
признаковъ (41, 1° и 92°). Укажемъ еще два признака, относя- 
песя только до праямоугольныхъ треугольниковъ. 

58. Теоремы. Прямоуюльные треуюльники равны, если: 

1°, зипотенуза и острый уюлз однозо треуюльника со- 
оивттетвенно равны зитотенузь и острому уму друозо; 

или 2°, зипотенуза и катеть одною трерольника со- 
отвътственно равпиы зитотенузь и катету друюю. 

1°. Пусть АВС и 

В, А, ВБ, О, будуть два пря- 

моугольные тр-— ка, у 

которыхъ: АВ=А, В, 

и 4А= А, ; требуется до- 

казать, что эти тр—ки 

равны. — Налзожимъ /\ 
А С А* с АВС на 4, В, С, такъ, 
чтобы у нихъ совуВсти- 
лись равныя гипотенузы. 
Тогда, по равенству угловъ Аи А, , катеть АС пойдетъ по 4, С. 
При этомъ катеть ВО не можеть не совм$ститься съ В, С,, 
потому что въ противномъ случа изъ точки Б, можно было 
бы на прямую 4, С, опустить два перпендикуляра, что пе- 
возможно. 

2°. Пусть въ т%хь же тр— кахъ будетъ дано: АВ= А, В, 
и ВС==ВБ,(,; требуется доказать, что тр—ви равны.—На- 


В 
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ложимь ^ АВО на Д А, В, С, такъ, чтобы у нихъ совм%- 
стились равные халеты ВСи В,С,. Тогда, по разенетву 
прямыхъ угловь, СА пойдеть по С,.4,. При этомъ гипоте- 
нузы не могутъ не совмфститься, потому что двЪ равныя на- 
клопныя должны быть одинаково удалены отъ основавя пер- 
пендикуляра ВБ, С,. 


ГЛАВА ТУ. 


Свойства перпендикуляра къ средикф прямой и 
биссектрисы угла. 


59. Теоремы. 1°. Ёсли точка одинаково удалена отз 
концовз примой, то она лежитз на перпендикулярть кз сфе- 
динь этой прямой. 

2°. Обратно: если точка лежить на перпендикулярь к 
средичь прямой, то она одинаково удалена отз концов 
этой прямой. 

1°. Пуеть точка М одинаково удалена отъ концовъ пря- 
мой АВ, т.-е. ЛГА— МВ; требуется доказать, что М лежитъ 
на перпендикулир$ къ ередин% пря- 
мой АВ. — Проведсмъ биссектриссу 
МО угла АМВ. Такъ какъ тр.-къ 
АМВ рэвнобедренный, то эта бис- 
сектрисса служить въ немъ и пер- 
пендикуляромъ къ срединз основаня 
(37): значить, точка М лежить па 
иерпендикуляр$ къ срединЪ прямой 
АВ. 

2°. Пуеть ОМ (черт. 45) будетъ 
перпендикуляръ кь срединф отрфзка АВ и М какая-нибудь 
точка на немъ; требуется доказать, что эта точка одинаково 
удалена оть А и В, т.-е. что ДГА= МВ.— Прямыя МА п 
МВ суть наклонныя къ АВ, одинажово удаленныя отъ осно- 
ваня перпиендикуляра М0; а ташя наклонпыя равны; сл$д., 
МА= МВ. 


Черт. 45 
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во. Слёдстве. Изъ двухъ доказамныхь тёоремъ, прямой 
и обратной, можно вывести схВдетые, что яротивоположныя 
теоремы также вЪрны (4), т.-е., что 

если точка не одинаково удалена отъ концовъ прямой, 
то она не лежитъ на перпендикуляр$ къ срединВ этой прямой; 

если точка не лежитъ ва перпендикулярз къ срединЪ 
прямой, то она ее одинаково удалена отъ концовъ этой прямой, 

Предлатаемъ учащимся самимъ доказать эти противопо- 
ложныя предложеня разсужденемъ отъ противнаго. 

ея. Теоремы. 1°. сли опочка одинаково удалена отз 
сторонз ума, то она лежить на ею биссектрисст. 

2°, Обратно: если точка лежитъ на биссектриссь рла, 
по она одинаково удалена отз ео сторон. 

1°. Пусть точка ЛМ одинаково удалена отъ сторонъ угла 
АВС, т.-е. перцевдикуляры МЕи МЕ, опущенные изъ этой 
точки на стороны угла, равны; требуется доказать, что точка 
М лежитъ на биссектрисс$ угла 
АВС. — Соединимъ 41 съ ВБ. 
Прямоугольные тр.-ки МВЕ и 
ИБЕ равны, такъ какъ у нихъ 
общая гипотевуза, и катеты ИЕ, 
МГ равны по условю. Изъ 
равенства ‘тр.-ковъ сл$дуетъ, 
чт / МВЕ=/ МВЕ, т.-е. 

Черт. 46 прямая В. есть биссектрисса 
угла АБС. 

2°. Пусть ВД (черт. 46) сеть биссектрисса угла АВС, 
и 1/ какая-пибудь точка ва ней; требуется доказать, что 
перпендикуляры МЕ, МГ, опущенные изь этой точки на 
стороны угла, равны.— Прямоугольные тр.-ки МВЁ и МБЕ 
равны, такъ какъ у нихъ общая гипотенуза, и углы МВЕ, 
МБР рэвны ло условю. Изъ равепства тр.-ковъ слфдуеть, 
что ШЕ= МЕ. 

&2. Слёдетые. Изъ двухъ доказанныхь теоремъ, прямой 
и обратной, можно вывести слФдетве, что противоположныя 
теоремы также вЪрны, т.-е. что 

если точка не одинаково удалена отъ сторонъ угла, то 
она не лежлтъ на его биссектрисез; 
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если точка не лежитт на биссектриссВ угла, то она не 
одинаково удалена оть сторолъ его. 

®3. Геометрическое мЪсто. Геометрическимь  м%етомъ 
точекъ, обладающихъ нфкоторымъ свойствомъ, наз. такая ли- 
Нч, или совокупность ли, или поверхность, которая содер- 
жить въ себЪ всф точки, обладающя этимъ свойствомъ, и не 
содержитъ ни одиой точки, не обладающей имъ. 

Изъ теоремъ предыдущихъ парахрафовъ сл$дуетъ: 

Геометрическое мьъсто точекз, одинаково удаленных 
015 двуть данныхь тонекз, есть перпендикулярь нё срединь 
прямой, соединяющей эти точки. 

Геометрическое мъсто точекз, одинаково удаленных 
0тё сторонз умла, есть биссектрисса этою дла. 


ГЛАВА У. 
(сновныя задачи на построен. 


®4. Теоремы, доказанных нами въ предыдущихь главахъ, 
позволиють рЪшать пЪкоторыя задачи има построене. Зам$- 
тимъ, 410 въ элемептарной гсометри разсематриваются только 
таюя построемя, которыя могуть быть выполнепы помощью 
линейки и пиркуля (употреблеше ваугольника и нзкоторыхъ. 
другихъ приборовь хотя и допускается ради сокращен1я вре- 
мени, но не составляеть необходимости). Посредетвомтъ ли- 
нейки проводятея прямыя линш, посредствомъ циркуля чер- 
титея окружность. Свойства этой ливш мы раземотримъ. 
впослфдетв!и, теперь же ограничимся только общимь поняземъ 
объ ней. 

Если дадимь циркуио произвольное 
растворее и, поставивь его ножку съ 
остремь въ какую-пибудь точку О, ста- 
немъ вращать циркуль воЕругъ этой точки, 
т9 другая его ножка, снабженная каран- 
дашемь или неромь, опишетъ непрерыв- 
ную линию, которой веВ точки одина- 


В 
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ково удалены отъ точки 0. Эта лия наз. окружностью, 
а точка О— чемиромь ся. Прямыя ОА, ОВ, ОС, соеди- 
няющя центръ съ какими-пибудь точками окружностн, наз. 
радиусами. ВеВ радусы одной окружности равны между со- 
бою. Часть окружности, напр. 4.Б (черт. 47), наз. дуюю. 

®5. Укажемъ теперь рфшеве основныхъ задачъь на по- 
стросше. 

Задача 1. Построить треуюльникь по данным © сто- 
ронамз а, Вис. 

На неопред$ленной прямой 

ММ откладываемь часть СБ, 

равную одной изъ данных сто- 

ронъ, напр. 4. Изъ точекъ С 

и В, какъ центровъ, описыва- 

емъ дв пебольшия дуги, одну 
‚х Радусомь, равнымъ 6, другую 

радгусомъ, равпымъ с. Точку 

А, въ которой эти дуги пере- 
сЪкалются, соединяемъ съ В и С. Треугольникь АВС дбудетъ 
искомый. 

Замвтимъ, что не всяме три отризка прямой мочуть 
служить сторонамь треуюльника; для этого необходимо, 
чтобы ни одинъ изъ нихъ не быль больше суммы двухь 0с- 
тальныхь (49). 

Задача 2. На даиной прямой ММ при даиной на ней 
зпочкю О построить ую, равный данному уму АВС. 


Черт. 48 


Черт. 49 


Изъ вершины В, какъ цептра, описываемъ произвольнымъ 
рамусомъ между сторонами даннаго угла дугу ЕЁ; затВмь, 
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не изм$няя раствореня циркуля, переносимъ его остре въ 
точку О и описызаемъ дугу РО. Далфе, изъ точки Р, какъ 
цептра, описываемь дугу аб радусомъ, равнымъ вспомога- 
тельпой прямой Г. Наконець, черезъ точки О и В (тере- 
сЗчете двухъ дугь) проводимъ прямую. Уголь ВОР равенъ 
углу АВС, потому что тр.-жи ВОР и ЕГВЕ, имф$я соотв%т- 
ственно равныя стороны, равны. 

Задача 3. Раздьлмить данный уюль АВС пополам. 

Изъ вершины В, какъ центра, 
произвольнымь радГусомь опишемъ 
между сторонами угла дугу ДЕ. За- 
тЪмь изь точекь Ди Ё, какь цент- 
ровъ, описываем одним и пиьмь 
же растворемемъ циркуля пебольшя 
дуги, которыя пересЪклись бы въ’ 
какой-нибудь точк Г. Прямая ВЕ Черт. 50 
будетъ биссекгриесою угла АВС. Для доказательства сосди- 
пимь точку Р съ Ви Е; тогда получимъ два тр.-ка ВИЕ 
и ВОР, которыс равны, такъ какъ у нихь ВЕ общая сто- 
рона. Вр=ВЕ и ОР- ЕЁ по построевю. Изъ равенства 
‘тр.-ковь слёдуетъ: / АВЕ=И ОВЬЕ. 

Задача 4. Из5 данной точки С прямой АВ возставить 
5 ней пертеидикуляу. 

Отложимь на АБ по 06% 
‘сторопы отъ данной точки С 
равпые отр№зки (произвольной 
длины) СД и СЕ. Изъ точекъ 
Жи О однимъ и тбмъ же рас- 
творен!смъ циркуля (ббльшимъ 
СТ) опишемъ двз небольия 
дуги, которыя пересеклись бы 
въ, нфкоторой точкВ Ё. Прямая 
СР будегь искомымъ перисндикуляромъ. ДЬйствитсльно, какъ 
видно изъ построешя, точка Ё одинаково удалена отъ О 
и Е; елВд., опа холжна лежать на пернендикуляр$ къ ере- 
динЪ отрфвка ОМ (59); но средина этого отр$зка ееть С; 
значить, РС | РЕ. 
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Задача 5. Изё данной точки А опустипнь перпендику- 
лярь на данную прямую БС. 

Изъ точки А, какъ центра, произвольнымъ растворешемт, 
циркуля опишемъ такую дугу, которая пересклась бы съ ВС 
въ какихъ-нибудь двухъь точкахь Л) и Ё. Затмь изъ этихъ 
точекь произвольнымь, но одпимъь и тёмъ же растворенемъ 

А циркуля преводимъ двб не- 

: большшя дуги, которыя пере- 
сЪклись бы между собою въ 
нфкоторой точьБ Ё. Прямая 
АР будетъ искомымь перпен- 
дикуляромъ. ДЪйсгвительно, 
какъ видно изъ построешя, 
каждая изъ точекъ Аи Ёоли- 
д паково удалена отъ ри Е; а. 
тавыя точки лежать на пер- 
цендикулярз къ средин® от- 
р%зка ОЕ (59). 

Задача 6. Провести перпендикулярь къ срединь данной, 
конечной прямой АВ. 

Изъ точекъ А и Б произвольнымъ, но одинаковымъ, рас- 
творешехъ циркуля описываемт дв дуги, которыя перес®к- 

лись бы между собою въ изкоторыхъ 
С точкахъ Си О. Прямая СО будеть иско- 
мымь перпепдикуляромъ. Дфйетвительно, 
какъ видно изъ построеня, каждая изъ 
А В точекь Си 0) одинаково удалена отъ 
ди В; слВд., эти точки должны ле- 
жать на лерпендикуляр къ средин от- 
р р%зка АВ (59). 

Задача 7. Риздъить пополам 
данную коненную прямую АВ (черт.53). 

Р%шаетгся такъ же, какъ предыдущая задача. 

©. При помощи этихл, основныхь задач можно р"5шать 
задачи болфе сложныя. Для примфра рёшимъ слФдующую 
задачу: 

Задача. 7/остроить тремольникь, зная ео основаше Ь, 


Черт. 52 
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лол5 а, прилежащий кз основаню, и сумму 3 двутё боко- 
выхз стороив. 

Чтобы составить планъ ршешя, иредположимъ, что задача 
рВшена, т.-е. пайденъь такой тр.-викь АВС (черт. 54), у 
котораго основаше АС=6, уголь Аа и АВ-РВО=3 
(гДБ 6, ци $ суть данныя величины, не помфщенныя у нась 
на чертеж»). Раземотримъ теперь полученный чертежь. Сто- 
рояу АС, равную ©, и уголь А, равный а, мы построить 
ум$емъ. Значитъ, остается найти на сторон® угла А такую 
точку В, чтобы еумма АВ-- ВС равнялась $5. 

Продолживь ЯВ, отложимъь АД, равпую 5. Теперь, оче- 
видно, волроеъ приводится къ тому, чтобы на прямой .4./) отыс- 
кать тЯкую точку В, которая была бы одинаково удалена отъ Си). 
Такая точка, какъ мы зпаемъ (59), должна лежать на пер- 
пендикуляр$ къ срединВ отрзка СО. Этотъ церпендику- 
ляръ мы построить умЗомъ. 'Гочка Б найдется въ иерее$че- 
ии церпенхикуляра съ АД. 

Итакъ, вотъ р8шене за- 
дачи: строимъ уголъ Д, рав- 
ный данному углу 4; на 
сторонахь его откладываемъ 
АС=Фи АШ=з. Чорезъ 
средину разстояия С’ ипро- 
водимъ перпендикуляръ ВЕ; 
перес$ чес его съ А), т.-е. 
точку В, соединяемъ съ С. А 
Тр.-пикь АВС будетъ иско- 
мый, такъь какъ онъ удовле- 
творяетъ вефмъ требовашямь задачи: у него 40=9, / А=а 
и АБ-- ВС=з, потому что ВО= ВС. 

Разсматривая построеше, мы замфчаемъ, что задача в0з- 
можла не при веякихъ данныхъ. ДЪйствительно, если сумма. 
$ задана слишкомъ малою относительно 6, то перпендикуляръ 
ЕВ можетт и не перес№чь отр№зка АЛ (перссФчеть ого про- 
должеше за точку 4); въ этомъ случа задача будетъ иевоз- 
можна. И независимо отъ построеня можно видфть, что за- 
дача невозможна, если $<6, потому что не можеть быть 


Черт. 54 


— 49 — 


такого треугольника, у котораго сумма двухъ сторонъ была бы 
равна или меньше третьей стороны, 

Въ томъ случаВ, когда задача возможна, она имЗетъ 
Только одно уплиенае, т.-е. существуетъ только одинъ тр.-никъ, 
удовлетворяющий требовашямъ задачи, такъ какъ пересВчете 
перпепдикуляра ВЕ съ прямой АЛ можеть быть только въ 
одной тТОЧКЗ. 

89. Замфчаше. Изъ приведеннаго примфра видно, что 
р%шене сложной задачи на лостроеше состоитъ изъ слфдую- 
щихъ четырехъ частей: 

1°. Предположивъ, что задача рзшена, дзлаютъ отъ руки 
приблизительный чертежъ искомой фигуры и зат$мь, внима- 
тельно разсматривая начерчениую фигуру, стремятся найти 
тавя зависимости между данными задачи и искомыми, кото- 
рыя позволили бы свести задачу на доуйя, извЪетныя ране. 
Эта самая важная часть р»шетшя задачи (имфющая цЪлью со- 
ставить плаиё рфшешя) поситъ назвате анализа. 

2°. Когда такимъ образомь планъ р®шевя найдень, вы- 
полняютъ ©ообразно ему построене. 

3°. Для провзрки правильлости плана доказывають за- 
тТЪмъ, на основан извзетныхь теоремъ, что полученная фи- 
тура удовлетворяетъ вемъ требоваямъ задачи. Эта часть 
р'5шетия называется снитезом. 

4°. ЗатЪмъ задалотся вопросомъ, при всякахь ли данныхъ 
задача возможна и долускаетъ ли она одпо рзшевще, или н?- 
сколько. Эта часть рЪшеюшя наз. изслюдовамемз задали. 

Когда задача весьма проста и не можеть быть сомизнм 
относительно ея возможности, то обыкновенно анализъ и из- 
слЗдоваше опускаютъ, а указываютъ прямо построеше и при- 
водятъ доказалельство. Такъ мы дЪлали, излагая р®шеще 
первыхъ 7-ми задачъ этой главы; такъ же будемъ дфлать и 
впослвдстви, когда намъ придется излагать р®шевше песлоя:- 
ныхъ задачъ. 
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УПРАЖНЕНТГЯ. 


Доназать теоремы: 


5. Въ равиобедренномт треугольник двф медапы равны, двЪ блс- 
сектрнссы равны, двЪ высоты разы. 

6. №ели изь средлипы каждой изь равныхъ сторонъ равноб. тр -Ба 
возставимыъ периендякуляры до ясресфчен1я съ другою изъ равныхъ сто- 
ропъ, то эти перпевдикуляры равны. 

7. Перчендикуллры, возстановленные къ двумъ сторонамъ угла па 
равиыхъ разстояняхъ отъ вершины, перес$каются па биссектрисс®. 

8 Прямая, пернендикуларная къ биссектриссЪ угла, отсфкаетъ отъ 
его сторонъ равные отрЪзки. 

9. Мемана тр.-ка меньше его периметра, на больше полуперпметра. 

10. Медана тр.-ка меньше нолусуммы сторон%, между которыми она 
заключается. Указаме: продолжить медану на разстояне, равное ей, по- 
лученпую точку соединить съ одпимъ концомт сторопы, къ которой про- 
ведена мемана, и разсмотрЪть образовавшуюся фигуру) 

11. Сумма разстолыйй какой-пибудь точки, взятой внутри тр.-Ка, отъ 
трехъ его всршинъ меньше периметра, но больше полуперпиметра. 

12. Доказать прлмо, зто всякая точка, не зежащал на перлепдику- 
ляр$ въ срединф огр$зка прямой, неодинаково удалена отъ коицовъ этого 
огрЪзкя. 

13. Доказать ирямо, что всякая точка, не хежащая на биссевтриссЪ 
угла, неодинаково отстоптъ отъ сторонъ сго. 


Задачи на построение: 


14. Построить сумму двухъ, трехт, и болфе данныхъ угловъ. 

15. Постронть разность двухъ угдовтъ. 

16. По данпой сумм% и разпости двухъ угяовъ пайтги эти углы. 

17. Раздфлить уголъ на 4, 8, 16 равныхъ частей. 

18. Черезъ вершину дэиваго угла провести внф его такую прямую, 
которал со сторолами угла образовала бы равные углы. 

19, Построить А: а) по двумъ сторонам» и углу межху ними; Ъ) по 
сторонф и лвумъ призсжащимь углам; с) по двумь сторонамъ и углу» 
лежащему противъ большей изъ нихъ. 

20. Построить разнобедренный Л: а) по оспованю и боковой сторон$; 
Ъ) по основаню и прилежащему угау; с) по боковой стороп$ и углу при 
зершип$; 4) по боковой сторон% и углу при основан. 
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21) Постропть прлмоуельный Д\: а) по двумъ катетамъ; Ъ) по катету 
и гипотенузЪ; е) по катету и прилежащему острому углу. 

22) Построить равнобедренн @ /\: а} по зысотБ и боковой сторон; 
ъ) по высот$ и углу при вермиив; с) по основамю и перпевдикуляру, 
опущенному изь конца оспован!я на боковую сторону. 

23 Построить прямоугольный Д но гинотенуз$ и острому углу- 

24^ Черезъ точку, заяную внутри или вн угла, провести такую пря- 
мую, которая отсфкала бы отъ стороиъ угла равныя части. 

25. По данной суммЪ л разности двух прямыхъ найти эти ирямыя. 

26. Раздфлить данную конечлую прямую на, 4, $3, 16 равных частей. 

27. На данной прямой пайти точку, одинаково удаленпую отъ хвухЪ 
данныхь точекъ (ввЪ ирямой). 

28. Найти точку, раввоотетоящую отъ трехь вершипъ А. 

29. На прямой, пересБкающей стороны угла, пайти точку, одинаколо 
удаленную отъ сторонъ этого угла. 

30. Найти точку, одипажово удаленную отъ трехт стороит Л. 

ЗЬ. На данной прямой АВ найти тавую точку С. чтобы прамыя СМ 
и СМ, проведенныя изъ С къ даннымь точкам М и М, расположенных ь 
ло одну сторону отъ АВ, составляли съ ирямыми СА и СВ равные ухлы. 

32. Построить прямоугольный А но катету ин суммЪ гипотенузы съ 
другимъ катетомъ. 

33. Постройть Л по основанию, углу, ирилежащему къ основашию, и 
разности двухь другихъ сторонъ (раземотр$ть два случая: 1) когда давъ 
м.ньиий изъ двух угловъ, прилежащихъ въ основавио, 2) когда ханъ 
больиий изъ них). 

34. Построихь прямоугольный А по катету и разпости двухъ дру- 
гихъ сторолъ. 

35. То же—по гипотепузВ и суммВ катетовъ. 

36. То ве-по гипотенуз$ и разности катетовъ. 


ГЛАВА \[. 
Параллельныя Прямыхя, 


Ословныя теоремы. 


©8. Опредфлеще. Дв» прямыя наз. паразлельными, если, 
находясь въ очной плоскости, он ис пересВкаются, сколько 
бы ихь ии продолжали. 

Возможность существован!я такихъ прямыхь доказывается 
слфдующей теоремой. 
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вэ. Теорема, Уерезь осякую почку внь прямой можно 
7ровести параллельную этой прямой. 

Пусть АВ прямая и С какая-нибудь точка вн я; тре- 
буется доказать. что черсзъь С можно провести прямую, па- 
раллельную АВ.—Опуетимь на АВ изъ точки С перпенди- 
куляръь СД и зат8мъ проведем СЁ Е. СШ, что всегда воз- 
можно сдФлать (19). Прямая СЕ будетъь параллельна АВ. 
Дхя доказательства допустимт, 


противное, т,-е. что Си пере- С к _ 
сфкается съ АВ въ пзкоторой т 
точкз ДГ Тогда изъ точки „М 
М къ прямой СТ) мы имфли д р __ В...“ 


бы два перпендикуляра МО 
и 1/С, что вевозможно; зна- 
читъ, СЁ не можеть пересВчься съ 4.8, т.-е, СЛ парал- 
лельна АБ. 

90. СлЬдств!е. Дои перпендикуляра (СЁЕи ОВ, черт. 55) 
5 одной прямой (СШ) параллельны. 

Эд. Замфчане. Что прямая АВ параллельна прямой СО, 
выражаютъ на письм такъ: АВ! СР. 

зэ. Аксома параллельныхъ линй. Через одну м ту же 
почку нельзя провести доут5. различныхь прямыхь, парал- 
лельныхь одной и той же поямой. 

Такъ, если черезъ точку С 


Черт. 55 


проведена прямая СЛ), параллель- = | 
ная АВ, то всякая другая пря- о 
мая СЁ, проведенная черезъ точ- 
цу С, пересфчется при продолжс- АмМ—_—____В 
ни съ АБ. 

Веф\ попытки доказать эту пе Черт. 56 


вполп очевидную истину остались безуслВшными; поэтому 
ее принимаютъ безъ доказательства, какъ допущене (рози|афит). 
93. Сльдетвя. 1°. Лесли прямая (СЕ, черт. 56) пе- 
реськается с5 одной изь параллельныхх (СО), то она пе- 
феспкаетеся и с5 дулой (АВ), 
потому что въ противномъ случа черезъ одну и ту же 


точку О проходили бы двЪ прямыя, параллельныя АВ, что 
невозможно. 


А 
В 


С 
Черт. 517 


2°. Если 0двъ пряныя (А и В, черт. 57) параллельны 
третьей прямой (С), то онъ параллельны между собою. 


>. 
`.. 


УМ  сЗкаются въ нзкоторой точеЕВ 


Лйствительно, если пред- 
положимъ, что А и В пере- 


М, то тогда, черезъ эту точку 
проходили бы дв прямыя, 
параллельныя ©, что невоз- 
можпо. 


34. Теорема. Если прямая перпендикуиярна кз одной 
из5 параллельныть прямыхь, то она перпендикулярна к 


друюй параллельной. 


_ Пусть АВНОР и ЕЁ | АВ; требуется доказать, что 
ЕЕ_| СР.— Перпендикулярь ЕР, пересъкаясь съ АВ, непре- 
м$нно пересфчеть и ОД (73,1°). Пусть точка пересёченя бу- 


Е 


Черт. 78 


деть Н. Предположимъ теперь, 
что СО не перпендикулярна къ 
ЕН. Тогда какая-нибудь другая 
прямая, напр. НА, будетъ пер- 
пендикулярна къ ЕН и, слБд., 
черезъь одну и ту же точжу Н 
будутъ проходить дв$ прямых, па- 
раллельныя 4В: одна СДО, по уело- 
вю, а другая НК по доказанному 
выше (70); текъ какъ это невоз- 


можно, то нельзя допустить, чтобы СЁ» была не перпенди- 


кулярпа съ ЕН, 


95. Опредфленя. Когда камя-либо двз прямыя АВ и 
СЛ (черт. 59) пересеВчены третьей прямой /М№, то образовав- 
ппеся приэтомъ углы получаютъ попарно слфдующя названия: 

соотоътетвенные умы: Тиб, 4и8 2иб, Зи7Т; 

внутренние накрестз лежащае улы: Зи б, Чи 6; 

2 и 


внъилие накрестз лежащие дли: Ти Т, 


8; 


внутренне односторонне улы: Зи 6, 4и5; 

онъииие односторонще улы: Ти3, Зи Т. 

96. Теоремы. Если 0въ параллелъныя прямыя перест- 
чены третьей прямой, то: 
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1° внутренще накресть лежащие умы равны; 
2° вншнае накресть лежашае умы равны; 
3° соотвьтсетвенные флы равны; 


4° сумма внутренних одно- 


стороннихь У0в5 равна 24; 


5° сумма внишниях односто- 


фоннихь 911065 равпа 24. 


Пустьирямыя АВиС ЛП (черт. 60) 
параллельны и пересВчены третьею 
прямою ММ; требуется доказать, 


что. 
1 /4=/ бй/3=/Б 
0 /9=/8и/1=/Т 


С — 


5/6 р 
8/1 
и 


Черт. 59 


3° И 9=И 6, Д1=ИБ, ИЗ=ИТ, /4=/8 
4° ИЗ 6=2а и /4-+/5=2а 
5 ДНИ т=94 и /1-/ 8= 94. 


1° Изъ средины Е отр%з- 
ка прямой ММ, заключеннаго 
между параллельными прямыми, 
опустимь па СШ перпендику- 
ляръ АК и продолжимъ его до 
перес$чешя съ АВ въ точкВ Г, 
Такъ какъ перпендикуляръ къ 
одной изъ параллельныхъ есть 
также перпендикуляръ и къ дру- 
гой паралдельшой, то образо- 
вавппеся при этомъ треугольни- 
ки (цокрытыя на чертеж штри- 


хами) будуть оба прамоугольные. 


Черт. 60 


Они равны, потому что 


имфютъ по равной гипотенузВ и по равному острому углу 
при точкВ №. Изъ равенства тр.—ковъ слЗдуеть, что внут- 
ренте накресть лежашие углы 4 и 6 разны. Два друге 
внутр. накр. лежале углы 3 и 5 равны, какъ дополненя до. 


24 къ равнымъ угламъ 4 и 6. 


— 48 — 


2°. Внфшые накрестъ лежаще углы равны соотв тетвенно 
внутрепнимъ накр. лежащимъ угламъ, гакъ углы вертикаль- 
ные; такъ, уг. 2 ==уг. 4 и уг. 8— уг. 6; но, по доказан- 
ному, уг. 4 = уг. 6; етВд., уг. 8 = уг. 8. 

3°. Соотвфтетвелные углы 2 и 6 равны, потому что 
уг. 2— уг. 4, а уг, 4—= уг. 6. Такъ же убФдимея въ ра- 
венетв$ другихь соотв$тственныхь угловъ. 

4°. Сумма впут. одностороннихъ угловъ 3 и 6 равпа 24 
потому, что сумма смежныхь угловъ 3 и 4 равна 24, & уг. 4 
можеть быть замфненъ равнымъ ему угломъ 6. Такъ же убЪ- 
димся, что сумма угловъ 4 и 5 равна 24. 

5°. Сумма внфшнихь одностороннихъ угловъ равна 24 
потому, что эти углы равны соотвфтетвенно внутреннимъ 
односторопнимь угламь, какъ углы вертикальные. 

35. Обратныя теоремы. Если ири пересьчени двух 
прямых пакою-нибудь третьею прямо: 

1° внутренне накрестз лежание узлы равны; 

или 2° виюилие накресть лежаиие умы равны; 

или 3° соотвьтсетвенные умы равны; 

или 4° сумма внутреннихь односторонних 1.1068 равна2а; 

или 5° сумме внъиииить одностороннихь равна 34, 

то такмя пуямыя параллельны. 

Ве$ эти предложеня легко доказываются оть противнаго, 

1°. Пуеть внутр. накр. лежа- 
ие углы 1 и 2 равны; требуется 
доказать, что 4В|] СО.— Пред- 
положимъ, что лишей, параллель- 
ной СЛ и проходящей черезъ точ- 
ку Р, будетъь ве 4В, а какая-ни 
будь иная прямая Ло. Тогда, 
велфдетве параллельности этихъ 
лин, мы получимъ, по доказан- 
ному равенство: уг. 8 = уг. 2; но 
Черт, 61 ‘ по условшо уг. 1=уг. 2; елёд., 

уг. 3 = уг. 1, Что невозможно. 


Подобное же разсуждеще примфняется во вефхъ осталь- 
ныхь случаяхъ, 
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3%. Слёдетве. Если сумма внутрениить одностороннихь 
31.1005 не ривна 24, 1но прямыя при достаточном продолжении 
пересъкаются, такъ какъ, если бы прямыя не пересВкались, 
то онё были бы параллельны, и тогда сумма внутрепнихъ 
одностороннихь угловъ равнялась бы 34, 

Это предложеше было допущено тгреческимъ геометромъ 
Эвклидом5 (мившимъ въ Ш вкз доР. Хр.) безъ доказатель- 
ства, какъ акс1ома параллельныхь лин. Въ пастоящее время 
предпочитать принимать за такую ак@ому боле простую 
истину, изложенную выше въ 8 72. 

$$. Полезно замВтить еще сл8дующце два признака не- 
параллельности прямыхъ. 

1°. ерпендикулярё (АБ, черт. 62) и наклонная (СБ) 
5 одной и той-же прямой (ЕЕ) при продолжении пере- 
съкаются, 

потому ч10 сумма внутреннихъ одностороннихь угловъ 
1 и 2 не равна 24. 

А С 
\ [о 


во р “ 


Черт. 62 Черт. 63 


2°. Двь прямия (АВ и СФ, черт. 63), перпендикуляр- 
ныя 36 двумь переспиеющимся прямыль (ГЕ и ГС), при 
продолжени переспкаются. 

Вйствительно, если иродположимъ, что АВ [| СО, то пря- 
мая КО, будучи порпендикулярна къ одной изъ параллельныхь 
(къ СЛ), была бы перпендикулярна и къ другой параллельной 
(къ АВ), и тогда изъ одной точки Е къ прямой АВ были бы 
проведены два перпендикуляра: ИВ и ГО, что невозможно. 

8. Задача. Усрезх данную точку Ш провести прямую, 
параллельную данной прямой АВ (черт. 64). 

Наибол$е простое рёшеве этой задачи состоить въ слф- 
дующемъ: изъ точки М, какъ центра, описываемъ произволь- 


А, |. КИСЕЛЕВЪ. 4 
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нымь радусомъ дугу СО и изъ точки С т%мъ же радусомъ 
дугу МЕ. Зат®мъ, давъ циркулю раствореше, равное раз- 
стоянно оть ЕЁ до М, опиеываемъ изъ точки С небольшую 
дугу, которая пересфклась бы 
съ СЛ въ нё%которой точкБ И. 
Прямая МЕ будетъ лараллель- 
на АВ.— Для доказательства 
проведемъ Л/С; образовавшиеся 
при этомъ углы 1 и 2 равны 
по построешю (65, зад. 2); а 
если внутренше накресть ле- 
жаше углы равны, то лини параллельны. 

Параллельныя прямыя весьма удобно проводятся также 
помощью наугольника и линейки. Приставивъь паугольникъ 
одною стороною прямого угла 
въ данной прямой АБ, при- 
кладываютъ къ другой его сто- 
роп$ липейку; залбмъ, придер- 
живая линейку въ этомъ по- 
ложенши, двигають наугольникъ 
вдоль пея до тёхъ поръ, пока 
сторона его, совпадавшая съ 
АВ, не будетъ проходить че- 
резъ точку ДГ; послЪ чего про- 
водять вдоль этой стороны пря: 
мую. Эта прямая будстъ параллельна АВ, такъь какь объ 
прямыя перпеядикулярпы къ краевой лини линейки. 


Черт. 64 


Черт. 65 


Углы съ соотв5тственно параллельными пли нерпендику- 
лярными стеронамя. 


з&. Теорема. Если стороны одною ла соотвътственно 
параллельны сторонамь дулою зала, по тае уыаы или 
равны, или. вв суммь составляють два прямых. 

Разсиотримъ 0еобо три случая (черт. 66). 

1°. Пусть стороны угла 1 соотв тственно параллельны сторо- 
намъ угла 2 и, сверхъ того, имЗютъ одинаковое направлеше отъ 
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вериниы (на чертеж направлевя указаны стрФлками). — 
Продолживъ одну изъ сторонъ угла 2 до перес$ченя съ не- 
параллельной ей стороной угла 
1, ‘мы получимъ уголь 3, рав- 
ный и углу 1, и углу 2 (какь 
соотвфтственные при параллель- 
ныхъ); елёд. (1=/ 9, 

2°. Пусть стороны угла 1 соот- 
вфтственно параллельны сторонамъ 
угла 4, но имЗютъ иротиив0п0л0ю- 
ное паправлеве отъ вершины. -- Продолживъ обЪ стороны угла 
4, мы получимъ уг. 2, который равенъ углу 1 (по доказан- 
вому выше) и углу 4 (какь вертикальные); схд. /4=/ 1. 

3°. Пусть, наконецъ, стороны угла 1 соотв$тственно пара1- 
лельны сторонамъ угла 5, причемъ двБ изъ этихъ сторонъ 
имфють одипаковое направленте, & дв другя противоположное. 
Продолживъ одну сторону угла 5, мы получимъ уг. 9, кото- 
рый равенъ, по доказанному, углу 1; н0 Д/Д 2=24 
(по свойству смежныхь угловъ); слд. и ИБЕРИИ 1=234. 

Такимъ образомъ углы съ параллельными сторонами ока- 
зываются равными, когда ихъ стороны имфютъ или одинако- 
вос, изи противоположное напуавлене; если же это услове 
пе выполпепо, то углы составляютъь въ суммВ 24. 

82. Теорема. сли стороны однозо ума соотвтяпственно 
перпендикулярны кз сторонам 
дру10ло злла, по таще зллы или 
равны, или в5 суммь состав- 
ляютз два прямыть. 

Нусть уголь АВС, обозна- 
ченвый цыфрою 1, есть одинъ 
изъ дапныхъ угловъ. Проведемъ 
изъ его вершины двф вспомо- 
гательныя прямыя: ВО | ВС 
и ВЕ | ВА. Образованный ими 
уголь 2 равепъ углу 1 по сл$- 
дующей причин: углы ДВС 
и ЕВА равны, такъ какъ оба Черт, 67 


Черт. 66 


4* 
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ино прямые; отнявъ оть каждаго изъ нихъ по одному и 
тому же углу ЕВС, получимъ: /_2==/ 1. Теперь вообра- 
зимъ, что при какой-нибудь точкЪ М намъ дань уголь 3, 
пли уголъ 4, у котораго стороны соотв тственно перпендику- 
лярны къ сторонамъ угла 1. Тогда стороны этого угла будуть 
параллельны сторонамъ угла 2 (потому что два перпендаку- 
ляра къ одпой прямой параллельны); слфд., уголъ при точк® 
№ или равенъ углу 7, или составляеть съ нимъ въ еуммВ 
24. ЗамЪнивъ уг. 2 равнымъ ему угломъ 1, получимъ то, 
что гребовалост, доказать. 


Сумма угловъ треугольника п многоугольника, 


$3. Теорема. Суммо узловз тредлольника равна двум 
прямым. 

Пусть АБС какой-нибудь треугольникъ; требуется дока- 
зать, что сумма угловъ Л, Ви С равна 24. 

Продолживь сторопу АС п проведя 
СЕ! 4В, иайдемъ: / А=/ ЕОБ 
(какь углы соотвЗтетвенные при па- 
раллельныхъ), / В=/ ВСЕ (каъъ 
углы пакресть лежалще при парал- 
лельныхь); слфд.: 


РО ИАНАВ-И = ЕСЬ- 
Черт. 68. -/ ВСЕ / С=24. 


$4. Слфлствм. 1°. Внфипый уголь треугольника равенъ 
сумм двухь внутрепнихь угловъ, не смежныхь съ нимъ 
(такт, / РОО-ЛА-ЧИ В). 

2°. Если два угла одного треугольника соотв®тетвепно 
равны двумъ угламь другого, то и третьи углы равны. 

3°. Сумма двухъ острыхь угловъ прямоугольнаго тре- 
угольника равна одному прямому углу. 

4°. Въ равнобедренномъ прямоугольномъ тр.-к® каждый 
острый уголь равень 1/, 4. 

5°. Въ равпостороннемъ тр.-кВ каждый уголъ равенъ */.. 
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85. Теорема. Сумма 111005 выпуклио мнооуюльника 
фавна двумь прямым, повтореннымь столько разь, ско ?ько 
6% мноюуюольникь сторон безь двут. 

Взявъ произвольную точку О 
внутри многоугольника, соеди. 
нимъ ее со всЁми вершинами. 
Тогда многоугольникъ разобъет- 
ся на столько тр.-ковъ, сколько 
въ немъ сторонъ. Сумма угловъ 
каждаго тр.-ка равна 24; сл®д., 
сумма угловъ звсфхь тр.-ковъ 
равна 24, если я означастъ 
число сторовъ многоугольника. 
Эта величина. очевидно, пре- 
вышаеть сумму угловъ много- 
угольника на сумму угловъ, расположенныхь вокругъ точки 0; 
во послВдняя сумма равна 44; слВд., сумма угловъ много- 
угольника равна 


Черт. 69. 


24п —44=94 (п— 3). 


$®. СлБдстые. Шри данном числь сторонь сумма 1106 
выяуклал0 мноюлольника есть величииа постоянная. Такъ, 
во всякомъ выпукломъ четыреугольникв сумма угловъ равва 
44, въ пятиугольникВ она равна 64 ит. п. 

83. Теорема. Если каждую сллорону выпукиио мною- 
лольника продолким5 в5 одном направлени, то сумма об- 
разовавшихся при этомь внъшинихь 311085 равна четыремь 
прямым. 

Каждый изъ такихъ внёшнихъ угловъ (черт. 69) соетавляеть 
дополнене до 24 къ смежному съ пимъ внутреннему углу много- 
угольвика; еяЪд., если ‘къ сумм виутреннихъ угловъ прило- 
жимъ сумму внышнихъ угловъ, то получимъ 24л (тдф п чиело 
сторонъ); но точно также если къ суммВ внутреннихъ угловъ 
приложимъ сумму угловъ при точк8 О, то получимъ тоже 
241; значить, сумма вифшнихь угловъ равна сумм угловъ 
при точкВ О, т.-е. равна 44. 


— 54 — 


ГЛАВА УП. 
Параллелограммы и трапещи. 


——_—_ 


лавнфишия свойства параллелограммовъ. 


88. Опредфленя. Четыреугольникъ, у котораго противо- 
положныя стороны параллельны, наз. лараллелораммомь. 

Параллелограммъ, у котораго одинъ изъ угловь прямой, 
наз. прямоуюльникомб. 


ПАРАЛЛЕЛОГРАММЪ.  ПРЯМОЧГОЛЬНИКЪ. РомБь. 


/ 7 
4 


ИВАДРАТЪ. ТРАПЕЩЕЯ. 
Черт, 70 


Параллелограмиъ, у котораго двБ соеБдн]я стороны равны, 
наз. ромбом. 

Параллелограммъ, у котораго дв соефдейя стороны равны 
п одинъ изъ угловъь прямой, наз. квадрато.мъ. 

Четыреугольникъ, у котораго дв$ противоположныя сто- 
роны параллельны, наз. трапецщей. Параллельных стороны ея 
наз. основатлми. 

Возможность существованя перечисленныхь фигуръ не 
требуетъ доказательства. 

$9. Теорема. Во всяком параллелораммь: 

1°, противопололеные. милы равны; 

2°, сумма 3140вё, прилежащихь кз одной сторонь, равна 
двумь прямым. 


Пусть 4ВСО(черт.7 1) ееть параллелограмыъ , т.-е. АВ || Ср 
п ВС! АД; требуется доказать, что: 


1°, ЛАЕД Си / В=/ В; 
2° / А/ В=24, / В+ / С=24 ит. д. 


1°. Углы 4 и С равны, потому что 
стороны этихъ угловъ соотв тственно / И 


параллельны и имфють противополож- 
ное паиравлеюме отъ вершины (81). ‚ 
То же самое можно сказать объ у1- А / 
лахъ Ви О. 

2°. Каждая изъ суммъ: А-В, Черт. 71 
В-- С, С-Ь и р-НА рава 24, по- 
тому что это суммы угловъ внутреннихъ одностороннихъ при 
параллельныхъ прямихъ. 

ЭФ. Слёдстве. Если 05 параллелораммь один из 
3/0.00% прямой, то и остальные флы прямые. — Вз прямо- 
польникь воь улы прямые. 

91. Теорема. Во всякомз параллелираммь противо- 
Зозоюный стороны равны. 

Пуеть АВОЮ есть параллелограммъ, т.-е. АВ|| СД и 
ВС! АЛ); требуется доказаль, что А4АВ= ОСри ВС=АШ. 

Проведя магональ ВД), по- 


лучимъ два тр.-ка АБО п В С 
ВСО, которые равпы, потому [^ 


что у нихъ: БШ общая сто- 
рона, /1=/4и/ = /3 г] 
(какъ впутренше пакрестъ ле- А В 
жаре при параллельныхъ пря- 
мыхъ). Изъ равенства тр.-ковъ 
елВдуеть: АВ = СФ; и АД= ВОС (вь равныхь тр.-кахъ про- 
тивъ равныхъ угловъ лежать равныя стороны), 

92. СлЬдетвия. 1°. Есиь в параллелораммь деть сосьд- 
вия стороны равиы, то всь стороны равны. —Вь ромбъ и 
квадрень всь стороны равны. 


Черт. 72 


— 56 — 


2° Параллеъныя прямыя (АБ и СО, черт. 73) вездь 
одинаково удалены одна оз дрлои. 
ДЪНствительно, если изъ ка- 
с М М р кихъ-нибудь двухъ точекъ ЛГ и 
№ прямой СЛ опустямъ на АВ 
перпендикуляры МР и №0, 
эти перпендикуляры параллельны 


РВ (70) п потому фигура ММОР па- 


Черт. 73 раллелограммъ; отсюда сл$дуетъ, 


что ИР= МО. 

93. Теорема. Во осякомь парилаелорамль длонали 
дълятся пополамз. 

Пусть АВС есль параллелограммь, а АСи ВО его 
дагонали; требуется доказать, что ВО = Ор и 40=ОС. 

Тр.-ки 4ОБ и ВОС равны, 
потому чгоу вихъ: ВС-=АЛ) (какъ 
противоположныя стороны парал- 
лелограмма), /1=ИА Зи з= 
[4 (какъ внутренве пакрестъ 
лежатие углы при параллельчыхь 
прямыхъ). Изъ равенства, тр.-ковъ 
слздуетъ: ОВ = Ори ОС= ОА. 


Э4. Теорема. Во всякомь прямоуюльникь Фалюнали 
равны. 


Черт 14 


Пуеь АВСО есль прямоуголь- 
никъ, а АСи ВО сто дагонали; 
требуется доказать, что АС= ВО. 

Прямоугольные трехгольники АСР 
и 4БШ) равны. потому что у нихъ: 
АЛ обийй катетъ и А.В = СО (кажь 

Черт. 75 противоположных еторовы паразллело- 
грамма). Изь равепства тр.-ковъ слБлуетъ: АС= ВЛ. 

Э5. Теорема. Во вслкомь ромбъ дицонали перпендику- 
лярны и дълять лы ромба пополам. 

Пусть АВСО есть ромбъ, а АС и ВО ето дагопали; 
требуется доказать, что АС | ВЛ и что кавдый изъ угловъ 
ромба дфлитея дагопалью пополамъ. 


— 57 — 


Тр.-ки АВО и ВОС равны, потому что у нихъ: ВО 
общая сторона, .4В= ВС (такь какъ у ромба веВ стороны 
равны) и АО= ОС (такъ какъ дагонали 
всякаго параллелограмма дЪлятся попо- 
ламъ). Изъ равенства тр.-ковъ слФдуетъ: 


И1=И 9, т.-е. ВО | Аб, йД 3-Е 4. 


э8. Замфчане. Такь какъ квадратъ 
есть параллелограммь, прямоугольникъ и 
ромбъ, то онъ соединяеть въ себЪ всЪ Черт. 76 
свойства этихь фигуръ, 

93. Теорема. Если у четыреуюльника: 1°, противо- 
положныя стороны равны, или 9%, двь противоположныя 
стороны равны и параллельны, то такой четыреуюльникь 
есть параллелоримм. 

1°. Пусть АВОР есть четыреуголь- В С 
никъ, у котораго: ч / 


АВ=СВ и ВС=АР. 


“Требуется доказаль, что АВСО есть 
параллелограммъ, т.-е. АВ|| СО и А. 
ВС] АБ. — Проведя дагональ ВО, 
получимъ два тр.-ка, которые равны, 
такъь у нихъ: В.) общая сторона, АВ=СВ и ВС=А, 
(по условю). Мзъ равенства ихь слдуеть: / 1=/ 4 и 
1 3=/ 3 (въ равныхъ тр.-кахъ иротивъ равныхъ сторонъ 
лежатъ равные углы), вел ястве этого АВ || Си ВО АР 
(если внутр. накресть лежапие углы равны, то прямыя па- 
раллельны). 

2°. Пусть въ томъ же четыреугольникв дамо теловемь: 
ВС=АЛРи ВС] АХ. Туебустсея доказать, что АВОГ ость 
параллелограммтъ, т.-е. что АВ СО. — Треугольники АВО 
и РОО фовны, потому что у нихъ: ВП общая сторона. 
ВС=АД (по условпо) и / 3=/ 3 (какъ внутроные на- 
крестъ лежапие углы при параллельныхь ВСи АБ и с©- 
кущей ВЛ). Изъ равенства тр.-ковъ слфдуеть: /1=/ 4; 
поэтому АВ|| Ср. 


р 


Черт. 17 
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98. Слёдстве. /Геомевурическое мьето точекь, одини- 
ково удаленныхь озиь данной прямой и находящихся по одну 
сторону 07тъ нея, есть прямая, параллельная диниой. 

Дйствительно, пусть Ми № 
с М в _Х р будуть кавя-нибудь дв точки, 
находящиеся ло одну сторону 
отъ прямой АВ и удаленныя 
отъ нея на одно и то же раз- 
стояше т, т.-е. лерпендикуляры 
Черт. 18 МР и №, опущеняые изъ 
этихь точекъ на 4В, равны 1. 
Проведемъ черезъь 2 и М прямую СО. Такъ какъ УР = №0 
и сверхь того МР|] №0, то фигура ММОР есть параллело 
граммъ; с48д., СО! АВ. Такимь образомь, вс точки, 
удалепныя отъ АБ на разстояше т и расположенныя но 
верхиюю сторону отъ нея, лежать па прямой СО, параллель- 
ной АВ. Обратно: всякая точка В, взятая па этой прямой, 
отстоитъь оть АВ на столько же, гакъ и точки Ми М, 
т,-с. на данное разстояне 2 (92, 2°). 

99. Предлагаемъ самимъ учащимся доказать слФдуюпия 
обратныя теоремы: 

1°. Велюй четьреурюльникь, у которо противотолоси- 
ные зллы равны, есть параллелорамм. 

2°. Всякй четыреуюльникв, у которао дтонали дь- 
эися пополам, есть параллелораммь. 

3°, Всякй параллелораммз, у которало дФелонали ривны, 
есть прамоуюльникб. 

4°. Всякй параллелораммь, у которо димонали пер- 
пендикулярны, есть ромбь. 


Н®которыя теоремы, основапиыя на свойствахь паралде- 
лограмма, 


00. Теорема. Если на одной сторотшь пла отложимь 
равныя части и черезь точки дъленя проведемь параллель- 
ныл прямыя д0 пересьченя сз друюй стороной ума, то и 
на этой сторонь отложатся равныя части. 
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Цуеть АВС какой-нибудь уголь и на его сторон% ВС 
отложены равныя части: ВО =ДШЕ=ЕЕ.... Проведемъ че- 
резь точки О, ЕЁ, Е... параллельныя прямыя О.М, ЕМ, РР... 
до пересзчешя еъ АВ); требуется доказать, что 


В = ММ= МР =... 


Проведя ДК || ММ, по- 
лучимыь Л ОКЕ, равный 
ЛА ВМО, потому что у 
нихъ: В.) = ОЕ (по усло- 
810), / В=/ КОРЕ (какь 
соотвзтетвениые углы при- 
параллельныхь ВМи ОК 
п сзкущей ВС)и/ ВМ 
—=/ ДЕК (какъ соотвфт- Черт. 79 
ственные углы ири па- 
раллельныхь 0ЛГ и ЕМ и сЗкущей ВС). Изъ равенства 
тр.-ковъ выводимъ: ДА—=ВМ; но ОК=ММ (какъ противо- 
положныя стороны параллелограмма ДММА); потому АИМ= 
— ВМ. Подобнымъ же образомъ докажемъ, что МР = ВМ = 
— ММ и т. д. 

01. Задача. Данную прямую раздьлить на т рав- 
ных5 частей. 

Эта задача рфшается на основани предыдущей теоремы. 

Пусть ВР (черт. 79) будеть данная прямая, которую 
требуется раздВлить, положимъ, на 3 равныя части. Изъ конца 
ея В проводимъ прямую ВС, образующую сь ВР произволь- 
ный уголъ; откладываемъ на ВС оть точки Б три произ- 
вольной длины, но равные между еобою, отрззка: ВО, ДЕ 
и ЕЁ; точку Р соединяемъь съ Р; наконець, изъ Е и О 
проводимь прямыя ЁЕМ№М, ОМ, параллельныя ЕР. Тогда пря- 
мая ВР, по доказанному, разлВлитея въ точкахь Л и М на 
три равныя части. 

#02. Теорема. 17/ямал, соединяющая средины двух 
сторонь треуюльника, параллельна третьей ео сторонъ и 
равна ея половинь. 
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Пусть О есть средина стороны АВ и Е-средипа сто- 
роны ВС тр.-ка АВС; докажемъ свачала, что РЕ|| АС. 
Для доказательства проведемь че- 
резъ В прямую, параллельную АС; 
пусть это будеть ПЕ. Тахъ какъ 
на сторон В.А угла В отложены 
равпыя части Бро= ОА, и изъ то- 
чекъ дбленя къ другой сторон угла 
проведены паралясльныя прямыя /).Ё, 
и АС, 10 (100) па сторовз ВО 

Черт. 80 должны отложиться равныя части; 
значить: ВЮ=Ё, С, т.-е. точка №, есть средила ВС. Но, 
по условно, средина ВС есть точка 5; слёд. Е, должна сов- 
мзститься съ @, и параллельная прямая ОЕ, должна слиться 
съ ДЕ. Остается теперь доказаль, что РЕ=Т/, АС. Для 
этого изъ ЕЁ ироведемь ЕЁ|] РА; тогда фигура ЕДАГ 6у- 
детъ параллелограммъ и, слВд., = АР. Такъь какь на, сто- 
ронз СВ угла С отложены равныя частая СЁ ЕВ и изъ 
точекъ дВлешя проведены къ другой сторонз параллельныя 
прямыя ЕРи ВА, то ОЕ=РА; сяк. РЕ=У, АС. 

#юЗ. Теорема. Лряхая, соединяющая средины непарал- 
зеьныхь сторонб трапеции, параллельна основатямь знра- 
пеши и равна полисуммь из. 


А 


Пусть ЕЁ ееть средина сторо- 
ны АВи Е — средива стороны 
СШ трапедт АВСП; требуется 
доказать, что ВЕР] ВС (и ся. 
ЕЁ || АР) и кромЪ того, что 
ЮЕ=У, (АБ-Е ВС). 

1°. Ироведемъ черезъ Е пря- 
мую, параллельную ВС; пусть 
это будеть ЁР,. Тогда, обращая внимаше ва ЛАВОС, за- 
`м8чаемъ. что магональ АС должна раздфлиться въ точеЗ 
С пополамъ (100), а обращая внимаше на Л АСР, назо- 
димъ, что сторона СД должна разд®литься въ точкё Ё по- 
поламъ. Но средина СД есль Е; значить, Ё, совмфщается съ 
Е, и параллельная прямая ЕЁ сливается съ ЕЁ. 


Черт. 81 
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2°. Изь ^ АВС, а затвмь изъ Л АСР находимь: 
ЕС=Т, ВСи СЕ='/ АО; слёд.: 


ЕР=ЕС- @Р=Т, ВС, АР=Ч, (В0-+ АР). 


Замфчане. Прямая, соединяющая средины непараллель- 
чыхь сторонъ тралеци, наз. среднею лишей. 


УПРАЖНЕНТЯ. 


Доказать теоремы: 


37. Соединивъ послфдовательно средивы сторонъ какого-пибудь че- 
тыреугольника, получнмъ параллелограммт,. 

38. Вт, прямоугольномь Л мешана, преведенная кь гимотенузь, 
равна ея половин. (Ухазиие: слдуоть продолжить медлацу па равное 
разстоячие). 

39. Обратно: есхи медана равна половин стороны, къ которой она 
проведепа, то тр.-никъ прамоугольний, 

40. Въ примоугольномъ Л медана и высота, проведения къ гипо- 
тенуз$, образуютъь уголь, равпый разности острыхъ угловъ Д. 

41. Если въ прямоугольномъ Л одияь острый уголъ равенъ '/.@, со 
просиволежащ ему катетъ составлястъ половину гииотенузы. 

42. Обратно: если калетъ вдвое меньше типотенузы, то противоле- 
жащЕ ему острый угодъ равену 1/.4. 

43. Всякая прямая, проведенная внутри параллелограмма черезь 
точку перес$ченЁх длэгоналей (черезт, чентръ параллелограмма), длится 
ВЪ этой точк$ иопохазь 

44. Всякая прямая, провеленная внутри трапеши между ея освова- 
нями, дЪлится среднсю лишей пополамъ. 

45. Выпуклый яногоугольпивъ не можеть имфть болфе грехъ острыхь 
УгловЪ. 

36. Чсрезъь вершипы угловъ Л проведены ирямыя, параллельпыя 
противоположным, сторопамъ. Образованный ныи Л въ 4 раза боле 
даннаго; каждан сторова сго въ 3 раза боле соотвфтствующей стороны 
даннаго /\. 

‚ ЧТ. Въ равнобедрепломъ Л сумма разстоян каждой точки основа- 
мя отъ боковыхъ сторолъ есть величина постоянвая, а пченпо опа, рав- 
на высотЪ, опущенной на боковую сторону. 


48. Кавкъ измфнихся эта теорема, если взять точку на продолжеши 
основан! я? 
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49. Данъ квадрать АВСХ. На сторонахъ его отложены хавныя части: 
АА, ВВ, СС, и ПГ. Точки 4, В, Су и Г, соедивены послдова- 
тельно прямыми. Доказать, что 4,8,С,[, есть квадратъ. 


Найти геометричесмя м%ста: 


50. Срединъ вефхъ ирямыхъ, проведслныхъь изъ данной точки къ 
различнымь точкам» данной прямой. 

51. Точекъ, равпоотстоящихь отъ двухь параллельвыхъ прямыхъ. 

52. Вершинъ тр.-ковъ, им$ющихъ общее основанше и равныя высоты. 


Задачи на построеве: 


53. Даны два угла, ЛХ, построить трешй. 

54. Данъ острый уголь прямоугодьнаго Л; постропть другой острый 
уголъ. 

55. Провести прямую, параллельную данной прямой и находящуюся 
отъ нея на данномъ разстолн!и. 

56. Раздфлить поиоламт уголъ, верипгна котораго не помщается на 
чертежЪ. 

57. Черезь дапную точку провести прямую подъ даннымъ угломъ въ 
данной прямой. 

58. Через данную точку провести прамую такъ, чтобы отрЁ5окъ 
ея, завлюченный между двумя дапнымл параллельными примыхи, равнязся 
данной длин$, 

59. Между сторонамп даннаго осхрато угла пометить пряхую дан- 
ной длины такъ, чтобы опа быха иерпенцикулярна къ одной сторон% 
угла. 

60. Между сторомами даннаго угла помфстизь прямую данной улипы 
тавкъ, чтобы она отсфкала отъ схоронъ угла равных частн. 

61. Построить прямоугольный Д ло даннымъ острому углу и противо- 
лежащему катету. 

62. Построить Л по двумъ угламъ и сторонф, лежащей противъ од- 
пого изъ пихъ. 

63. Построить равнобедренный /\ по углу при вериинЪ и основалшю. 

64. То же-—но углу ирп основав!и и высот%, опущенной на боковую 
сторопу. 

65. То же—по боковой сторон% и высот, опущенной ва, нес. 

66. Построить равностороный ДА по ого высот$, 

67. Раздфлить прямой уголъ на 3 равныя части (ити построить уголъ, 
равный 1/34). 

68. Построить /\ мо основанйю, высот и боковой сторои$, 

69. То же—по основан, высот® и углу при основав1и. 


70, То. же—во углу и двумъ высотамъ, опущевнымъ на стороны этого 
угла. 


— 63 — 


71. То же—шо сторонЪ, суммф двухъ другихъ сторопъ и высот$, 
опущеялой на одну я этихь сторо. 

79. То же—ио двумъ угламъ и периметру. 

73. То же—ло высот, цериметру и углу при основани. 

т4. Провести въ ДА прамую, параллельную основаню, хат, чтобы 
она была равна сумм отр$звовъ боковыхъ сторонъ, считая отъ основаня. 

75. Прозести въ А прямую, параллельную основатю, такъ, чтобы 
верхшй отрЪзокъ одной боковой стороны равнялся нижнему отр$зку 
другой боковой стороны 

76. Постролть мпогоугольникъ, ралцый данному (указане: латопалями 
не разблваютъ мн.-никЪ на тр -Би). 

7т. Построить чептыреуюольнихь по тремъ его угламъ и двумъ сторо- 
намъ, образующимт четвертый уголь (указаще: падо пайти 4-й уголь) 

78. То же—по тремъ сторонамт и двумъ дагоналямъ. 

79. Иостроить параллелотраммь по двумъ неравнымъ сторовамъ и од- 
ной датонали. 

80. То же—ио стороп$ и двумъ дагоналямъ. 

81. То же—по двумъ магоналямъ и углу между ними. 

82. То же—ло основашю, высот$ и щмагопали. 

83. Построить ярлмоузольникь по мегоналямъ и углу между ними. 

84. Построить ромбъ по сторон% и дматонали. 

85. Го же—по двумъ дагоналямь. 

86. То же—по высот$ к длагонали. 

87. Го же-—по углу п агонали, проходящей черезъ этотъ угодъ. 

88. То же-—по д1атопали и противолежащему углу. 

89. То же-ио суми5 магоналей и углу, образованному датовалью 
со стороною. 

90. Построить хвадратьъ ло данной аагонали. 

91. Построить тратешию по основаню, придежажему къ нему углу и 
двумь непараялельнымь сторонамъ (могутъ быть два уЬшен!я, одно и ни 
одного). 

92. То же-по разности основан, двумь боковыхъ стовонамъ и 
одной длагонадн. 

92*. То ‘же-—по четыремъ сторонамь. 

93. То же—ио основан!ю, высот% п хлумъ дагоналямъ. 

94. То же—по двумъ основашямъ к двумъ дагоналлыъ. 

95. Построить квадратъ по сумы стороны съ дагонахью. 

96. То же—по разности фатонали и стороны. 

97. Построить параллелотраммь но двумъ датоналямъ и высот%. 

98. Го же—ио сторон, сумм$ датоналей и углу между ними. 

99 Построшть Л) по двумъ сторонамъ и медан®, ароведелной къ 
третьей сторояф$. 


100 То же—но основашю, высот% п меман%, провехеняой къ боко- 
вой сторон%. 
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КНИГА ИП. 


ОКРУЖНОСТЬ. 


ГЛАВА Г. 
Форма и положене окружности, 


#®4. Опредфленя. Окружностью называется замкнутая 
плоская лиНя, вс точки хоторой одинаково удалены отъ 
одной и той же точки О, называемой центром5. Прямия О.А, 
ОВ, ОС...., соедипаюция центръ 
съ точками окружности, называют- 
ея рад!усами. НеопредЗленная пря- 
мая ММ, проходящая черезъ ка- 
юя-пибудь двЪ точки окружности, 
называется ськущею, а часть ея 
ЕЛ, заключенная между этими 


‚ИР ( 
в точками, наз. хордою. Всякая хор- 
вы 
р да АО, проходящая черезъ центръ, 
3. 04метром5. Какая-нибу: 
Черт. 82 наз. Ошметроме акая -нибудь 


чаеть окружности, напр. Еж, 
наз. дуюю. О хордз ЕР, соединяющей концы дуги, гово- 
рятъ, что она стяиваеть дугу. Дуга обозначается иногда, зпа- 
комъ —; напр., пишутъ такъ: <— Вт. 

Часть плоскости, ограниченная окружностью, паз. круогме. 
Часль круга, папр. СОВ, ограниченвая дугою и двумя ра- 
дусами, проведенными къ концамъ дуги, паз. сектором; 
часть круга, налр. ЕЕ, ограниченная дугою и стягивающею 
се хордою, наз. сементоме. 

#®5. Сл5дствя: 1°, всь рафусы одной окружности 
равны; 

2°, /аметуз равень двумь радфусаме; 

3°, точка, лежащая внутри пруда, ближе кз центуу, 
а точка внь круша дальше отз центра, чъмз точки окруж- 
ности. 
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406. Теорема. Прямая ц окружность че молуть имъть 
болье двухь общ зточеку. 

Для доказательства предпо- 
ложимъ, что прямая ИМ иметь 
съ окружностью, которой центръ 
находится въ точкз О, три 0б- 
пя точки: АВ и С. Тогда 
прамыя ОА, ОВ, оС должны 
быть равны между с000ю, какъ 
радусы. вслВдстве чего тр.-ки 
ОАВ и ОАС будуть равпобедренные и, слФдов.. /1=/ 2 
ий /1=/ 3; откудм: /2=/ 3; но это невозможно, такъ 
какъ /_ 2, будучи ви$шнимъ по отношешю къ тр-пику ОВС, 
больше внутренняго не смежнаго съ нимъ угла 3 (42). 

#09. Сл5дстве. Никакая часть окружности не мо- 
жеть совмъетиться с5 прямой, потому что въ противномъ 
случа окружность съ прямою имфла бы болфе двухъ общихъ 
точекъ. 

#08. Опредфлене. Лия, которой никакая часть не 
можеть совмфститьея съ прямой, наз. кривою. 

Изъ предыдущаго параграфа слВдуетъ, что окружность 
есть кривая лиия. 

109. Теорема. Черезь три точки, не лежаиия на 
одной прямой, можно провести окружность и припомь 
только одну. 


М В `Р 
Черт. 84 
Если возможно провести окружность черезъ три точки 


А.П. КИСВЛЕВЪ, 5 
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А, В и 0, не лежащя на одной прямой, то должна суще- 
ствовать такая точка, которая одинаково удалена отъ А, Ви (0. 
Чтобы найти ее, разсуждаемъ такъ: геометрическое м%сто 
точекъ, одинаково удаленныхь оть А и В, есть прямая ЛМ, 
перпепдикулярпая къ срединз отрзка АБ (63); геометриче- 
ское мфсто точекъ, одинаково удаленныхь отъ Ви С, есть 
прямая РО, перпепликулярная къ средин отр$зка ВО. 
Прямыя ММ и РО. будучи перпендикулярны къ перес%каю- 
щимся прямымь АВ и ВС, должны пересЪчьея (79,2°) въ 
лфкоторой точк8 О. Эта точка, находясь на обоихъ геомет- 
рическихь мЪстахъ, одинаково удалена оть А,Ви С; по- 
этому окружность, описанная изъ точки О, какъ центра, 
ращмусомь ОД, пройдетъ черезъь эти точки. Итакъ, черезъ 
три точки, не лежанйя на одной прямой, можно провести 
окружлость. 

Такъ какь точка, одинаково удаленная оть А,Ви С, 
должна непремфнпо находиться въ пересфчени прямыхъ 
ММ и РО, а двЪ ирямыя мотуть пересБчься только въ 
одной точкВ, то искомая окружность имфетъ зполько один 
центрь О; такъ какъ, сверхъ того, длина ея ражуеа можетъ 
быть только одни, равная разстозю точки О отъ 4, или 
оть В, или оть С, то искомая окружность есть един- 
сивецная. 

аа. СлЬдстые. Точка О (черт. 84), находясь на оди- 
наковомъ разстояши отъ А и С, должна лежать на перпен- 
дикуляр$ Аб къ срединз хорды С (59). Такимъ образомъ: 

Три перпендикуляра кз срединам сторон трелольника 
(АВС, черт. 84) пересюкоотся в5 0дной точкь. 

аия. Задача. Намии центрь данной окружности. 

Взявъ на данной окружности каая-нибудь три точки 
А, В и С (черт. 84), проводать черезь нихъ двЪ хорды, 
нм. 4В и ВС, и изъ срединъ этихъ хордъ возстановляютъ. 
перпендикуляры ММ№ и РО. Искомий дептръ, будучи оди- 
наково удалень оть 4, В и С, должень лежать и на ММ, . 
и на РО; слёд., онъ будеть въ пересфчени этихъ перпен- 
дикуляровъ. 
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ГЛАВА П. 


Равенство и неравенство дуг. 


#2. Теорема. Два хрум одинаково радфуся равны. 

Пусть О и О, будуть центры двухь круговъ, которыхъ 
радтусы равны. Наложимъ кругъ 
О на кругь О, такь, "тобы 
ихъ центры совпали. Тогда обЪ 
окружности совифетятся, такъ о. 0, 
какъ въ противномъ случа ихъ 
точки пеодинаково отстояли бы 
отъ цептра и, слбд., ражусы Черт. 85 
были бы неравны. 

Я 8з. СлБдстве. Вращая одинь изъ совпавшихъ круговъ 
вохругь общаго центра, мы не нарушимъ совм5щеня. Изъ 
этого сл$дуетъ, что части одной окружности или равных 
окружностей совмъетимы. 

вал. Опредфленя. ДзЪ дуги одного ращуса считалотся 
равными, если онз при паложеви совмфщаются. Положимъ, 
напр., что мы накладываемь лугу АБ 
па дугу СР такъ, чтобы точка 4 упала 
вь точку С и дуга АБ пошла по 
дуг8 СО (что возможно, какъ мы ви- 
дли въ предыдущемъь слЗдетви); если 
пря этомъ копцы ВБ и ШО совпадутъь, 
10 АВ=`— СО; въ противномъ слу- 
чаз дуги яеравны, причемъ та будеть д: 
меньше, которая составить только 
часть другой. В С 

Суммою нзеколькихь данныхь дугь 
одинаковаго радуса наз. такая дуга 
того же ращуса, которая составлепа изь частей, соотв%т- 
ственно равиыхь даннымъ дугамъ. Такъ, если отъ произволь- 
ной точки М (черт. 86) окружности отложимь часть ММ, 
равную АВ, и затЬмь отъ точки М№ въ томь же направле- 


[$ 


НЫ 


М, 


Черт. 86 
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ны часть МР, равную СШ, то дуга МГ будеть сумма 
дуть 4В и СО. Подобно этому можно составить сумму 
трехъ и болфе дугъ. 

Изъ понямя о сумм дугъ одного и того же радмуса вы- 
водятся понямя объ ихъ разности, произведени и частноме 
въ томъ же смыстВ, какъ и для отр®зковъ прямыхъ. 

&а5. Теорема. Всяк Фаметрь дълитз окружность и 
круз пополам. 

Вообразимъ, что кругь перегнутъ по 
какому-нибудь даметру АВ такъ, чтобы 
часть АтВ упала на часть АпВ. Тогда 
вс$ точки дуги т совмфетятея съ точ- 
ками дуги я, потому что въ противномъ 
случа точки одной дуги лежали бы ближе 
къ центру, чВмъ точки другой дуги, что 

Черт. 87 невозможно. 

Такимъ образомт, всякй даметръ раздфляеть окружность 
на дв полуокружности и кругъ на два полукрушщ. 

#16. Замфчане. Всякая хорла ОВ (черт. 87), не про- 
ходящая черезъ центръ, стягиваетъ двЪ неравныя дуги: одпу, 
бблышую полуокружности, другую—меньшую ея. Когда гово- 
рать: „дуга, стягиваемая хордой“, то обыкновенно разумВютъ 
дугу, мельшую полуокружности. 

&#3. Теоремы. 1°. Даметр, перпендикуаярный кз 
хордь, дълитз эту торду и объ стлииваемыя ею дуии по- 
704ам5. 

%. Ди, заключенныя между параллельными тордами, 
равны. 


1°. Пусть даметрь АБВ перпендику- 
лярепь къ хорд СД; требуется дока- 
зать, что 
ОСК= Аи — СВ=- ВФ, — СА= 
—=`— РА. 


Перегиемъ чертежь по маметру АВ 
такь, чтобы его лФвая часть упала на 
правую. Тогда полуокружность АЕСВ 
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совмфетится СЪ полуокружностью АРГОБ, а перпендикуляръ 
КС пойдеть по КО. Изъ этого слфдуетъ, что точка С’ со- 
впадетъ съ О; поэтому: 


КО= КО; — ВС=<— ВО; —АС=- АД. 


9°. Пусть (черт. 88) хорды ЕЁ и СО параллельны; 
требуется доказать, что — СЕ= — ОР. — Проведя дамотръ 
АВ, перпендикулярный къ хордамъ (74), перегнемъ чертежь 
по этому даметру. Тогда одна полуокружлость совпадетъь съ 
другою, перцендикулярь АС цойдеть цо КД, а перпенди- 
кулярь ЕЁ по РЁ. Изь этого слЗдуетъ, что точка С’ со- 
выфетится съ ), а точка Е съ Е; вначитъ, — СЕ=<— ОЕ. 

аи. Задача. Раздьмить данную дуцу (СШ, черт. 88) 
пополамъ. 

Проведя хорду СО, опускаемъ на нее перпендикуляръ 
изъ центра и продолжаемъ его до пересВченя съ дугою. 
Но доказанному въ предыдущей теорем дуга СД разд$лится 
этимъ перпендикуляромъ пополамъ. 


ГЛАВА ПГ. 


Зависимость между дугами, хордами и разстоянемъ хордъ 
ть центра, . 


я». Теоремы. В5 одном5 круиь или в5 равныхь крушхо: 

1°, если душ равны, то стяивающия итё хорды равны 
% одинаково удалены олть центра; 

2°, если би не равны и при- 
том5 меньше полуокружности, то 
большая изг них стяливается бдь- 
шею хордою, и эта большая хорда 
ближе кз центру. 

1°. Пусть дуга АВ равна дуг СО; 
требуется доказалъь, что хорды АВи 
СР равны, & также равны перпенди- 
куляры ОЕ и ОР, опущенные изъ 


Черт. 89 
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центра на хорды. — Поверлемъ секторъ ОАВ вокругъ цент- 
ра О въ направлени, указанномъ стрЪлкою, на столько, 
чтобы радусъ ОВ совналь съ ОС. 'Гогда дуга ВА пойдетъ 
по дуг СО, и велдетые ихъ равенства эти дуги совы%- 
стятся. Значитъ, хорда АВ совмфстится съ хордою СО (между 
двумя точками можно провести только одну прямую) и пер- 
пендикулярь ОЕ совпадетъь съ ОЕ (изь одной точки можно 
опустить на прямую только, одимь перпендикуларъ); т.-е. 
АВ= СР и ОЕ= ОЕ. 

2°. Пусть дуга АВ (черт. 89) меньше дуги СМ, и при- 
томъ обв дуги меньше полуокружности; требуется доказать, 
что хорда АБ меньше хорды СМ, а перпендикуляръ ОЕ 
больше перпендикуляра ОГ.-_Отложимъ на дуг СМ часть 
СО, равную АВ, и проведемъ вспомогательную хорду СО, 
которая, по доказанному, равна хордз АВ. У тр.-ковь СОМ 
и СОШ дв стороны одного равны двумъ сторонамъ другого 
(какъ ращусы), а углы, заключенные между этими сторонами. 
не равны; въ этомъ случаВ, какъ мы знаемъ (54). противъ 
ббльшато изъ угловъ, т.-е. СОМ, должна лежать большая 
сторона; значить, СМ > СБ, и потому СМ > АБ. 

Для доказательства того, что ОЕ >> ОБ, примемъ во вни- 
ман!е, что, по доказанному въ 1-0й части этой теоремы, 
ОЕ- ОГ; слВд., намъ достаточно сравнить ОЁ съ ОГ. 
Въ прямоугольномъ тр.-к8 ОКТ, гинотенуза ОМ’ больше ка- 
тета 01; но ОР> ОК; значитъ, и подавпо ОР> ОГ и 
потому ОЁ > ОГ. 

Теорема, доказанная нами для одною круга, остается 
взрною и для равныть круговъ, потому что таюме круги ни- 
ч$мъ другъ отъ друга не отличаются, кромф своего поло- 
женя. 

120. Обратныя предложеня. Тахъ какъ въ предыдущемъ 
параграф разсмотр5ны всевозможные случаи относительно ве- 
личины двух дугь одного радуса, причемъ получились раз- 
личные выводы относительно величины хордъ и разстояня 
ихъ оть центра, то обратныя предложешя должны быть 
взриы (48). а именно: 

Въ одному крупь или въ равныхь крат: 
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1°, равныя хорды стязиваюту равныя дули и одинаково 
удалены отз центра; 

2°, хорды, одинаково удаленныя отз центра, равны и 
стмивають равныя дум; 

3°, изв двутё неравных хордь большая стяливаетз бол 
аиио дузу и ближе къ центру; 

4°, из5 двухё хордз, неодинаково удаленныхь от» центра, 
зла, которая ближе кз центру, болъе и стяиваеть 00л- 
чиую ду. 

Эти предложен!я легко доказываются отъ противнато. 
Напр., для доказательства первато изъ нихъь разсуждаемъ 
такъ: если бы далныя хорды стягивали неравныя дуги, то, 
согласно прямой теоремЪ, онз были бы неравны, что про- 
тивор$читъ условю; значигъ, равныя хорды должны стяги- 
вать равных дуги; & если дуги равны, то, согласно прямой тео- 
рем®, стягивающия ихъ хорды одинаково удалены отъ центра. 

12а. Теорема. Дзаметрз есть наибольшая изз хордз. 

Бели соединимь съ центромъ концы какой-нибудь хорды, 
не проходящей черезъь цептръ, то получимъ тр.-Еъ, въ ко- 
торомъ одна сторона есть эта хорда, &а дв друпя— ращуеы. 
Но въ тр.-кВ одна сторона мепфе суммы двухъ другихъ сто- 
ронъ; слВдов., взятая нами хорда менфе двухъ радусоРЪ; 
тогда какъ всяый маметръ равенъ двумъ радруеамъ. Значитьъ, 
даметръ больше веякой хорды, не проходящей черезъ центръ. 


ГЛАВА ТУ. 


Свойства касательной, 
123. ОпредБлеше. Прямая Л/М№, имфющая съ окруж- 


ностью только одну общую точку А 
А, наз. касительною къ окруж- М м 
ности. 


Возможность существован1я ка- 
‘сательной, и при томъ во всякой 
точкВ окружности, доказывается 
<лЗдующей теоремой. 

Черт. 90 
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&э2з. Теорема. Если прямая перпендикулярна пь радёусу 
в% кониь ею, лежащем на. окружности, то она есть ка- 
сательная. 

АВС Пусть О есть центръ круга 

м —М и ОЛ какой-нибудь ращусъ. Че- 

резьъ конець его „4 проведемъ 

ММ | О; требуется доказать, 

что прямая ММ есть касательная, 

0 т.-е. что эта прямая `имфеть съ. 

Черт. 91 окружностью только одну общую. 

точку А. — Допустимъ противное: пусть ММ имфетъ съ ок- 

ружностью еще другую общую точку, вапр. ВБ. "Тогда прямая 

ОВ была бы радусомъ и, слФд., равнялась бы ОА; но этого. 

быть не можеть, такъ какъ, если ОД есть перпендикуляръ, 

то ОВ должна быть наклонная къ ЛМ, а наклонная больше 
периендикуляра.. 

#24. Обратная теорема. Если, прямая касательна ко. 
окружности, то радусь, проведенный в5 точку вася, пер- 
пендикулярень гь ней. 

Пусть ММ (черт. 91) есть касательная къ окружности, 
А точка касаыя и О центръ окружности; требуется дока- 
зать, что 04 | ММ. — Допустимь противное, т.-е. предполо- 
жимъ, что перпенликуляромъ, опущенпымь изь О на ММ, 
будетъь не ОД, а какая-нибудь другая прямая, напр. ОБ. 
Возьмемь ВС= ВА и проведемь ОС. Тогда ОА и ОС 6у- 
дутъ паклониыя, одинаково удаленныя отъ перпепдикуляра. 
ОВ, п сл5д. ОС=ОЛ. Изъ этого елВдуеть, что окруж- 
ность, при пашемъ предположеши, будетъ имфть съ прамою 
ММ 0двь общйя точки: Чи С, т.-е. ММ будетъ не каез- 
тельная, & сЗкущая, что противорфчить услов!ю. 

#35. Теорема. Касательная, па-- 
раллельная тордь, дьлить в5 точь 
касанмя дуцу, стяиваемую хордой, по- 
полам5. 

Пусть прямая АВ касается окруж- 
ности въ точкВ Л/ и параллельна хорд% 
А— зв СБ: требуется доказать, что — СМ== 

Черт. 92 —= — ГО. 


Е 
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Проведя черезъ точку касашя дМаметрь МЕ, будемъ 
имфть: ЕМ | АВ (124) и сл. ЕМ | СР (14); поэтому 
СМ = МР (117. 

#26. Задача. Черезь данную зпочку провести касатель- 
зло кз данной окружности. 

Проведене касательной черезъ точьу, данную ма окруж- 
ности, выполняется на основаши теоремы $ 123: проводять 
черезь эту точку радусь и черезь конецъь его перпендику- 
лярную прямую. Разсмотримъ тотъ случай, когда точка дана 
внь окружности. 

Пусть требуется провести къ 
окружпости О касьельную черезъ 
точку А. Для этого изъ точки А, 
какъ центра, описываемъ дугу ра- 
дусомъ АО, а изь точки О, 
какъ центра, перес$каемъ эту дугу 
въ точкахь Ви С растворенемъ 
циркуля, равным шаметру дан- 
наго круга. Проведя затмъ хорды 
ОВ и ОС, соединимъ точку А 
съ точками Ри Е, въ которыхъ 
эти хорды перескаются съ дан- 
ною окружпостью. Прямыя АД 
и АЕ будуть касательными къ Черт. 93 
окружности О. ДЪйствительно, изъ построен1я видно, что 
тр.-ки 4ОВ и АОС завпобедренные (40=АВ=АОС) съ 
основаями ОБи ОС, равпыми Ламетру круга О. Такь 
какьъ О) и ОЁ суть ращусы, то Ш есть средина ОВи Е 
средипа ОС; значить, АДи АЕ суть мефаны, проведенныя 
къ основайямъ равпобедренныхь тр.-ковь, и потому пер- 
пендикуларны къ этимъ основашямъ (37). Если же прямыя 
РА и ЕА перпендикулярны къ радусамь Ор и ОЕ, то 
он касательныя (123). 

Другой способъ проведен1я касательной будетъ указанъ 
ниже (158). 

#293. СлЬдстве. До% касательныя, проведенныя изъ од- 
0% точки кз окружности, равны. 
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Такъ, АД—=АЕ (черт. 93), потому что прямоугольные 
тр.-ки АО и АОЕ, ныБюцше общую гипотенузу АО и рав- 
ные катеты ОД и ОЁ (какь радусы), равны. 

#28. Задача. //ровести касительную кз данной окруж- 
ности О параллельно даиной прямой АВ. 


Черт. 94 


Опускаемь па АВ изъ центра 
О перпендикуляръ ОС и черезъ точ- 
ку П, въ которой этоть перпенди- 
куляръ перес$ кается съ окружностью, 
проводимъ ЕЁ || АВ. Искомая каса- 
тельная будетъь АР. ДЪйствительно, 
такъ какъ ОС | АВи ЕЁ |] АВ, 
то ЕР | ОБ; а прямая, перпенди- 
кулярная къ рад!усу въ конц его, 
лежащемъ на окружности, есть ка- 
сательная. 


&29. Задача. А 0вумь окружностямь Он 0, про- 
вести обидулю касательную. 


Чере. 95 


1°, Предположимъ, что за- 
дача р$шена. Пусть АБ бу- 
деть общая касательная, А и 
В точки касаня. Очевидно, что 
если мы найдемъ одну изъ этихъ 
точекъ, напр. А, то затВмъ 
легко пайдемъ и другую. Про- 
ведемъ рашусы ОА н О, В. Эти 
ралусы, будучи перпендикуляр- 
ны къ общей касательной, па- 


раллельны между собою; поэтому если изъ О, проведемъ 
0,С || ВА, то тр.-кь ОСО, будетъ ирямоуюльный при вер- 
шил$ С; велфхстве этого, если опишемъ изъ О, какъ центра, 
радмусомь ОС окружность, то она будетъ касаться прямой 
О.С въ точк$ С. Ращуеь этой вспомогательной окружности 
извзетенъ: онъ равенъ О0А4А—ОА=ОА— 0, В, т.-е. онъ равенъ 
разности радусовъь данныхъ окружностей. Такимъ образомъ 
построеше можно выполнить такъ: изъ О описываемъ окруж- 
ность радусомъ, равнымЪ разности данныхъ радусовъ; изъ О, 
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проводимъ къ этой окружности касательную О, С (способомъ, 
указаннымь въ предыдущей задач); черезъ точку касатя С 
проводимъь радусъ ОС и его продолжаемь до встрфчи съ 
данною окружностью въ точкЪ Л. Наконець, изъ 4 прово- 
димь ДВ параллельно СО,. 

Совершенно такимъ же способомъ мы можемъ построить 
другую общую касательную А,В,. Прямыя АВ и 4, В, 
наз. внишними общими касательными. Момто еще провести 
дв внутренная касательныя слфдлующимъ образомъ. 

2°. Предположимъ, что 
задача рЪшена. Пусть АВ 
будетъ искома“ касатель- 
ная. Проведемъ радусы 
ОА и О.В въ точки ка- ; 
сашя Аи В. Эти раду- ! 
сы, будучи оба перпенди- ! 
кулярпы къ общей каса- ‹ 
тельной, параллельны меж- 
ду с0бою. Поэтому если 
изъ О, проведемъ О, С || 
|] ВА и продолжимь ОД 
до точки С, то ОС будеть перпендикулярь къ О,С; вел5д- 
стые этого окружность, описанпая радусомь ОС изъ точки 
О, какъ центра, будегъ касаться прямой О.С въ точкВ С. 
Радтусъ этой вспомогательной окружпости извЪстенъ: онъ ра- 
венъ ОД 4С= ОАО, В, т.-е. онъ равенъ сумм$ раду- 
совъ даппыхъ окружностей. Такимъ образомъ, построеше мо- 
жетъ быть выполнепо такъ: изъ 0, какь центра, описываемъ 
окружность радтусомъ, равнымъ сумм данцыхь радгусовъ; 
изъ 0, проводимъь къ этой окружпости касательную 0, С; 
точку касашя С’ сосдиняемъ съ 0; наконецдь, черезь точку 
А, въ которой ОО перееЪкается съ данною окружностью, 
проводимь АВ || С0,. 

Подобпымъ же способомъ можемъ построить другую вну- 
треннюю касалельную 4, В,. 


Черт. 96 


Я3®. Общее опредфлене насательной. Пусть къ окружности О 
проведены черезъ точку 4 касательная АТ и какая-нибудь сфкущая АМ. 
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Станемъ вращать эту с$кущую вокругъь точки А таБъ, чтобы другал 
точка перес$ чел В все ближе и ближе ирихвигалась къ 4. Тогда пер- 

пендикулнръ ОД, опущенный изъ цент- 
Т ра яа сЪкущую, будетъ вее бол%е и 

бозфе приближаться къ ражусу Од, 
д пуголъ АОД можетъ едфлаться мевь- 
] ше вслкато малаго угла, Уголъ МАГ, 

образованный сЪкущею и касалель- 
ною, равенъ углу АОД (велБдетве 
перцендикулярности нхъ сторон); 
поэтому при неограничелномъ при- 
ближени точки В кь А уголь МАТ 
также можетъ быть сдфлапь какЪ 
угодно малъ. 310 зыражають иными 
словами так: касательная есть предъльное положеше, къ которому стре- 
митея свкущая, проведенная черезь точку касатя, козда вторая зночка пере- 
съченая неофаниченно приближается къ точкъ касаия. 

Это свойство принимають за охредьлене касительной, Бкогда рТт.ь 
ижеть о какой угодно кривой. 
Таьь, касательною къ кривой АВ 
въ точк% М паз. предфльное поло- 
жоше МТ, къ которому стремится 
сБкущая МХ, когда точка лере- 
с$чемя Р пеограничепно прибли- 
жается къ М. 

Замфтихь, что опредфлясмая 
таким образомъ касательная мо- 
жеть имЪть съ кривою болфе од- 
ной общей точки (какъ это видно на черт. 98). 


ЗЕ. Выпуклая кривая. Кривая, или часть кривой, наз, выпуклою, 
если она расположена по одну сторону отъ каждой своей касательной. 

Выцуклая кривая обзадасть тБмь же свойствомъ, как и вынуклая 10- 
маная: она, не можеть керес$чься съ прямою болЪе, чЪуъ въ двухъ точкахъ. 


Черт. 9% 


Черт. 98 


Окружность есть выпуклан кривая. 


ГЛАВА У. 
Относительное положене окружнеетей, 


#32. Опредфленя. Если дв окружности имфютЪ только 
одпу общую точку, то говорятъ, что онф касмотся; если же 
дв8 окружности имфотъ двф обийя точки, то говорятъ, что 
онз пересюкаются. 
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Трехъ общихь точехь двф не сливающуяся окружности 
имфть не могутъ, потому что зъ противномъ случа черезъ 
три точки можно было бы провести дв различныя окруж- 
ности, что невозможно (109). 

аз3з. Теорема. сли 0вю окружности имюють общую 
точку по одну сторону отё линфи ить центровз, то онь 
импютз общую точку и по друицю сторону отё лити 
центровъ, т.-е. таюя опружности пересььаюотся. 

Пусть окружности О и 0, имфють общую точку А, ле- 
жащую вн ливм центровь О0О,; требуется доказать, что 
эти окружности имзютъ еще общую точку по другую сторо- 
ну отъ прямой ОО,. 

Опустимъ пзь 4 на пря- 
мую ОО, перпендикуляръ АВ 
и продолжимь его па разетоя- 
не ВА,, равное АВ. Докажемъ 
теперь, что точка „4, принад- 
лежитъ обфимь окружностямъ. 
Изь построемя видно, что гоч- 
ки Ои О, лежатъ на перпен- 
дикуляр® къ ерединв отрЪзка 4.4,. Изъ этого елБдуетъ, что 
точка О одинаково удалена оть Ли 4, (59, 2°); то же можто 
сказать и 0 точкВ О,; значить, 06% окружности, при продол- 
жеши ихъ, пройдутъ черезь .4,. Такимъ образомъ. окруж- 
ности будуть имЪть дв$ обийя точки: А (по уеловпо) и 4, 
(по доказанному):; слЗд., онз пересзкаются. 

#34. СлЬдстые. Общая хорда (АА,, черт. 99) двухь 
пересюкиющихся окружностей перпендикулярна кб лиши 
центров и длится ею пополамз. 

#35. Теоремы. 1°. Если деъ окружности илмиьють об- 


ую точеу на лими центров иль на ея продолжении, зто 
он касаются. 


2°. Обратно: если двъ окрумености касаются, то общая 
ить точна лежит на лини центровз чли на ея продол- 
экенёи. 

1°. Пусть общая точка А двухъ окружностей лежить на 
лини центровь ОО, (черт. 100) или на продолженш ея 
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(черт. 101). Требуется доказать, что тамя окружности ка- 
саются, т.-е. что он не имфють пикакой другой общей точ- 
ки.— Окружности не могутъь имфть другой общей точки внь 


М 


Черт. 100 Черт. 101 


лини центровъ, потому что въ противномъ случа опф имЗли 
бы еще третью общую точку по другую сторону ливи цент- 
ровъ (133) и, сяфд., должны были бы слиться (109). Оп» 
не могутъ имфть другой общей точки и на лин центровъ, 
такъ какъ на этой прямой, очевидно, пЪтъ другой точки, 
которая оть обоихъ центровъ была бы удалена на столько же, 
какь и точка А. СлВд., окружности имфютъ только одну 
общую точку, т.-е, онЪ касаются. 

2°. Пусть двЗ скружноети Ои О, (черт. 100 или 101) 
касаютея, т.-е. онЪ имютъь только одпу общую точку АД; 
требуется доказать, что эта точка лежитъ на лиши центровъ 
или на ея продолженши. — Точка А не можеть лежать вн 
диНи центровъ, потому что въ ипротивномъ случаВ окруж- 
ности пересфклись бы (133). 

436. Слёдстве. Доъ касательныя окружности изльють 
общую касательную въ точкь касанл, потому что прямая 
ММ (черт. 100 или 101), перпендикулярная въ ОД, пер- 
пендикулярна также и кь 0,4. 

#39. Признаки различныхъ случаевъ относительнаго по- 
ложеня окружностей. Пусть имфемъ дв окружности, кото- 
рыхъ центры суть Ои 0,, ращусы В и В, и разстояне 
между центрами @. Эти окружности могутъь находиться въ 
слфдующихь 5-ти относительныхь положеняхъ: 
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1°. Окружности лежите одна въ друюй, не касаясь; 
въ этомъ случа, очевидно, 4> В--В,. 


ро 
(У 


(9 | © 


Черг. 102 


2°. Окружности имплотз внъшнее касае; тогда а— 
— В-- В,, тажь какъ точка касавя лежить на лин цент- 
ровъ О0,. 

3°. Окружности пересъкаются; тогда 4<В-Ё и 
4>В-— В,, потому что въ тр.к8 040, сторона ОО, 
меньше суммы, но больше разности двухъ другихъ сторонъ. 

4°. Окружиости имтютъ внутреннее касаве; въ этомъ. 
случа 4=Д— [., потому что точка касавя лежитъ па 
продолжени лини ОО,. 

5°. Одна окружность лежит» внутри друой; тогда, 
очевидно, 4< В — В, (въ частномъ елуча8 Я можеть рав- 
НЯТЬся нулю, т.-е. окружности могуть имть общй центръ; 
тамя окружности наз. концетрическили). 

#38. Обратныя предложеня. Такъ какъ различные слу- 
чаи расположения двухъ окружностей сопровождаются различ- 
ными соотношетями между разетояемъ центровъь и величи- 
ною радгусовъ, то обратныя предложен!я должны быть вфрны 
(48), & именно: 
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1°. Если 4> В В, то окружности расположены 
одна внъ друюй, ме касаясь. 

%. Если 4= В-- В, то окружности касаются извнь. 

3°. Если а< ВВ, и 4> В—В,, то окружности 
переськаются. 

4°. Если а= В — В, то окружности касоотся из- 
внутри. 

5°. Если а<В— В, то одна окружность лежите 
внутри дупой, не касаясь. 

Эти предложешя легко доказываются отъ противнато. 
Напр., для доказательства перваго предложевня разеуждаемъ 
такъ: предположимъ противное, т.-е. что окружности не 
расположены одна внз оругой. 'Гогда могутъ представиться 
4 случая относительно ихъ расположешя. Какой бы изъ 
этихъ случаевь мы ни взяли, ни въ одпомъ изъ нихь не бу- 
деть такой зависимости между разстояйемъ центровъ и ве- 
личиною радусовъ, какая намъ дана условемъь (4> В-- В, ); 
значить, всф эти случаи исключаются. Остается одинъ воз- 
можный, имепно тотъ, который требовалось доказать. 

Такимъ образомъ, перечисленные признаки различныхъ 
случаевъ относительнаго положення двухъ окружностей не 
только необходимы, но и достаточны. 


УПРАЖНЕНИЯ. 


Найти геометрическя мфста: 


101. — точекъ, изъ которых касательпыя, проведенпыя къ данной 
окружности, равны данной хлин$. 

102. — точевбъ, изь которыхъ данная окружность видна подъ дан- 
нымъ угломъ (т.-е. двЪ касательныя, проведенныя нзъ каждой точки ку 
окружности, составллютъ между собою дапный угол”). 

103. — пентровь окружностей, описанныхь дапиымъ радусомь и ка- 
сающихся данпой прямой. 

104. — центровъ окружностей, касающихся данной окружности в® 
данной точкБ. 

105. — цепгровъ окружностей, описапныхъ данныхъ рамусовь и ка- 
сающихея даняой окружности (два случая: касане внЪшнее и хасанае 
внутреннее). 
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106. Прямая данной длины цвижегея параллельно самой собЪ такъ, 
ч10 одинъ ея ковецъ скользить по окружности. Найти геом. м$ето, опи- 
сываемое другимь концомъ. 

107. Прямая данной дзины движется такъ, чго конщи ея скользять 
по сторонамъ примого угла. Пайти геом. мЪсго, опнемваемос срединою 
эгой прямой. 


Доказать теоремы: 


108. Если черезь центрь окружносги и данную точку выЪ ея иро- 
ведехгь сфкущую, то часть ея, заключелная между данно точкою п 
биижайшею точкою перес чения, есть гралчайшое, а часть, заклюочеяная 
межу хапною точкою и хругою точкою перес$ченя, есть наибольшее 
разстолне точкн оть окружности. 

109. Кратчайпиее разстояве между двумя окружностями, лежащими 
одна внБ пругой, есть отрузокъь лини центровъ, заключенный между 
окружностями. 

110. Изъ вефхь хордь, проведенвыхь въ окружности черезь одпу 
точку, наимевьшая сеть та, которая перисчдикулярна кь ражусу, пуо- 
ходящему черезъь эту точку. 

111. Если черезь точку перес$ченя двух окружностей будемь про- 
водить сфкуийя, це продолжая ихъ за окружности, то наибольшая изъ 
вихь будегт, та, когорая параллельна лини: центровт. 

112. Бели къ двумь обружностямал, касающимся извнБ, провести три 
обрця касательныя, то внухренняя изъ вихъ дЪзить д8ф друмн въ точ- 
кахь, одинаково удаленныхь отъ точекь касашя. 

313. Вс хорды цанной длины, проведенныя въ данной окружности, 
касаются иБвоторой другой окружности. 

114. Если черезъ одну изъ точекь цересчештя двухъ окружностей 
ироведемь далетры въ каждой окружности, 10 ирамая, соединяющая 
конды ихь, пройдеть черезъ другую точку персеВченя. 


Задачи на построеще: 


115. РаздЬлиль дугу ва 4, 8, 16... равныхъ частей. 

116. По сумм и разности дугъ найти эти духи. 

117. Изъ данной точкл, каась цевтра, описать такую оБружность, 
кокорая раздфлила бы даниую окружность поноламь. 

118. На далной прямой найти точку, нанмен$е удаленную оть дан- 
ной окружности. 

119. Въ круг$ дана хорда. Провести кругую хорду, когорая дфди- 
лась бы первою пополамъ п составляла съ нею данлый уголъ. 

120. Черезь данную вт, круг% точку ировости хорду, воторая дЪдн- 
Лась бы этою точкою попозамъ. 

121. Изъ точки, данпой на сторов$ угла, описать окружность, котс- 
Рая отъ другой стороны угла отефкала бы хорду данвой длины. 
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122. Даннымъ рамусомь описать озружносль, которой центръ ле- 
жать бы на сторонф хавнаго угла и которад оть другой стороны его 
отсфкала бы хорду данпой дливы. 

123. Ланныхь руадусомъ опясать озружность, которая касалась бы 
данной прямой въ данной точь%. 

124. Онисать окружность, касательную къ сторопамь даннато угла, 
причемь одной изъ пихъ въ данной точк». 

125. Описать окружность, касающуюся трехь слоронъ тр.-пика. 

126. Между двумя параллельными прямыми хана 1очка; ировесси окруж» 
ность, проходящую через» эту точку и касающуюся данныхь прямыхъ. 

127. Провести къ данной окружности касательную поль ланиымъ 
угзомъ къ данной прямой. 

128. Изь точки, дапной внф окружности, провести къ ней с$кущую 
гакъ, птобы внутренняя ел часть равпялась данной дзин% (изсл$довать 
задачу). 

129. Данныхь радусомьъ описать окружность, проходящую черезъ 
дапную точку и касательную къ данаой прямой. 

130. На данной прямой найти такую точку, чтобы кавательныя, иро- 
веденныя изъ цея къ данной окружности, были дапной длины. 

131. Построить Д, зная одинь уголь и дьБ высоты, изъ которыхъ 
одна проведена изь вершины цаннаго угла. 

132. Цаны двф окружности; провести къ нимф сЪкущую такъ. чтобы 
ввутреншя части ся равиллись данныхъ иряхымь. 

133. Даны двЪ точки; провести прямую так», чтобы периендивуляри, 
олущенные ва нее изъ этихъ точекъ, имфаи данния хлины. 

134. Описать окружпость, кскорая проходила бы черезь даняую 
точку и касалась бы давной окружности вь данвой зочк$. 

135. Описать окружность, которая касалась бы двухъ данвыхь ца- 
раллельныхъь ирямыхь и къ кругу, находящемуся между ними. 

136. Даннымь радусомь описать окружность, которая касалась бы 
даннаго круга и проходила черезъ данную точку. 

137. Данвымь радусомъ описать окружность, которая касалась бы 
данпой праной и даянаго круга. 

138. Давпым»ь радусомъ описать окружность, которая оть стороаъ 
делнаго угла оте$кала бы хорды данной длины. 

139. Опиеать окружность, касающуюся даннаго круга въ данной 
уочкЪ и данной прямой (2 р%шеня). 

140. Описать окружиость, касающуюся данпой ирямой въ данной 
точк$ н даянаго круга (2 р$ёшен!я). 

141. Ониеахь окружность, касающуюся двухъ дапныхЪ круговъ, ири- 
чему, одного изь пихъ въ данной точь (разсмотрЪть три случая: 1, ис- 
комый кругь лежитъ ва$ данныхъ; 2, олинъ из» данпыхь круговъь 4е- 


жить внф исгомаго, другой внутриз 3, оба данные круга лежать внутри 
иекозмаго). 


142. Оппеать окр} жность, касающуюся трехъ равныхь ьруговъ извн® 
илы извнутри. 

143. Въ даниый секторъ вписать окружность, касающуюсл къ рау- 
«азгь и дуг} сектора. 

144. Вписать въ данный кругь три равные круга, которыс каса- 
лись бы нонарно между собою п данваго круга. 

145. Черезь точку внутри круга провести хорду завъ, чтобы разность 
ея отр$зковъ равнялась хапной длий%. 

146. Черезь точку перес$ченя двухъ окружностей провести с$ку- 
щую такъ, чтобы часть ел, заключенная внутри окружностей, равиилась 
данной длин. 

147. Изъ точки, дапной вн овружоости, провесги сфиущую такъ, 
чтобы внфшняя ея часть равнялась внутренней. 


ГДАВА УГ. 


Изифрене величину. 


#39. Общая м$фра. Общею м$рою двухъ конечныхъ 
прямыхъ называется такой отрзокъ прямой, который въ 


каждой изъ нихъ содержится цз- м | 
лое число разъ. Такъ, если 01- А |. о В 
р$зокъ .44[ содержитея вь АВ 

и СД цЬлое число разъ (вапр., с! НА 


5 разъ въ ДБ и 3 раза въ СО), 
то АМ есть общая м5ра АВи СР. 

Подобно этому можетъ быть общая м$ра двухъ дугъ оди- 
наковаго рад!уса, двухъ угловь и вообще двухъ значенй 
одной и той же величины. 

#4. Нахондене наибольшей общей м5ры. Чтобы най- 
ти наибольшую общую мЗру двухъ конечныхь прямыхъ, упот- 
ребляютъ способъ послиьдовательнияюо А 


дъленя, подобный тому, какамъ въ |.” | . 


Черт. 103 


|. Е ] `-.. 
ариометик& находять общалго наи- р 
большаго дфлителя двухь ифлыхь В. 

ООО 
чисель. Этотъ снособъ основывается ‚ 
на слЗдующихъ двухъ предложевяхъ: Черт. 104 


1°. Если большая прямая А содерлеить меньшую пряму» 
-В чълое числю разв, то В есть наибольшая общая мъра Аш В. 


6+ 
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Это предложене пе требуегь доцазательства по своеЁ 
очевидноети (черт. 104). 

2°. Если большая прямая А содержииь меньшую при- 
нию В нюкоторое число разь сз остаткомь В, то нииб. 
общая мъра А ци В есть и наиб. общая люра Вч В. 

Пусть, папр., 4 содержитъ. 
В три раза съ остаткомъ Й; 
тогда можно положить, что 


А=В-В-В- В 


Изъ этого равенства мы’ мо- 
жемъ вывести два заключешая: 
1“, всякая прямая, содержащаяся цЗлос чиело разъ въ Ё и 
В, содержится также цфлое число разъ и въ 4; 2°, обратно: 
всякая прямая, содержащаяся цфлое чиело разъ вь Би ДА, 
содержитея также цфлое число разь и въ 4; ваачитъ, у 
двухъ паръ прямыхъ: 


Черт. 105 


——— 


Чи В Вил 


однВ п т же общая м$ры; поэтому у инихь должна быть 

одна и та же наиб. общая мЪра. 
Пусть теперь требуется вайги наиб. общую м%фру пря- 
мыхь 4Ви СЛ. Для этого на бблыней прямой отклады- 
К ваемъ меньшую столько разъ, 


А в сколько можно. Еели СЛ) уло- 


житея въ ЛАБ безь остатка, 

с Е | р то искомая мЪра, соглаено. 
предложен1ю 1“, и есчь (1); 

Черт. 106 если же этого не произойдетъ, 

то, соглаено предложенио 2”, вопросъ приведется къ нахож- 
дешю наиб. общей мЪфры двухъ меньшихъь прямыхъ, именно 
СР и остатка ЕВ. Чтобы найти се, поступаемъ по предыду- 
щему: откладываемъ ЕВ на СШ столько разъ, сколько можно. 
Если ЕВ уложится въ СЛ) безъ остатка, то искомая мфра и 
будеть ЕВ; если же этого не произойдетъ, то вопросъ при- 
ведется къ нахождению наиб. общей мЪры двухъ меньшихъ 
прямыхЪ, именно ЁВ и новаго остатка ГР. Если, продолжая 
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этогь пруемъ дал$е, мы дойдемъ до того, что какой-нибудь 
остатокь уложитея въ предшествующемъ остагиз цфлое число 
разъ, то этотъ осталокъ и будеть искомая м5ра. 

Чтобы удобнзе вычислить, сколько разъ найденная общая 
мфра содержитея въ данныхъ прямыхь, выписываемъ рядъ 
равенствъ, получаемыхъ поелВ каждаго отложеня. Положимъ, 
напр., что 

АВ=-ЗСр-- ЕВ 


Ср=зЗЕВ-- ЕО 
ЕВ =4ЕЬ 


Переходя въ этихъ равенствохъ отъ нижияго къ верхнему, 
лослфдовательно находимъ: 


ЕВЬ=4РИ; (О=2 (4ЕР)- ЕР=ЭЕБ; 
АВ=З (9ЕР)--АЕРР=З1Ьр. 


Подобно этому можно находить наиб. общую мФ®ру двухъ 
дугь одипаковато радуса, двухъ угловъ и т. и, 

ЗамЪтимъ, что, найдя наинболияную общую м%ру. мы мо- 
жемъ затЪыъ получить сколько угодно другихъ меньших 
мвръ; стонтъ только брать '/,, №, 1, и т. д. паибольшей 
мзры. 

аа. Соизм5римыя и несоизмёримыя величины. Можетъ 
случиться, что при нахожденш общей мфры мы никогда не 
дойдемъ до того, чтобы не получилось никакого остатка; 
тогда данныя прамыя нес будуть имЪчь общей м%Ъри. 

Два, значентя одпой величины наз. соизальримими, сели 
они имфютъ общую мфру, и несонзмюримыми, когда такой 
мбры ис существуетъ. 

На практикЪ пЪть возможности убЪфдиться въ сущеетво- 
ваши несоизмримыхь прямыхъ, потому что, прододжая по- 
сяфдовательное чаложеше, мы всегда дойдемъ до столь малаго 
остатка, который въ предществующемъ осталкЗ, ловиди- 
юм, укладывается ифлое число разъ. Быть можеть, при 
этомъ и долженъ быль бы получиться нфкоторый остатокъ, 
но о причин попочности инетрументовъ мы не въ состоя- 
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ни его замфтить. Однако можно доказать, что несоизм®ри- 
мыя прямыя существують. Приведемъ наибол$е простой при- 
мЪръ такихъ прямыхъ. 

142. Теорема. Если у равнобедреннаю треуюльника 
каждый уюль при основании равен» "/ а, то боковая стю- 
рона ею несоизмьрима съ осповаиемь. 

Пусть АВС будеть равнобедренный тр.-къ, у котораго 
каждый изъ угловъ Ди С разенъ */.4; требуется доказать, 
что АВ несоизмфрима съ АС. 

Для доказательства ста- 
немъ находить наиб. об- 
щую мВру между АС и 
АВ. Прежде всего опре- 
дЪлимъ, которая изъ этихъ. 
прямых больше. Для это- 
го достаточно сравнить уг- 
лы, противъ которыхъ ле- 
язатъ эти стороны. Такъ кайъ, по условю, А= С=*/,4, то 
В=24— */,4— */,4=: °/,4; ств. В> 0; поэтому АС > АВ. 
Теперь найдемъ, сколько разъ въ АС можетъ уложиться АБ. 
Такъ кальъ АСХ АВ-ВС и АВ-ВО, то АС<ХЗАВ; 
значить, АБ эъ АС можеть уложиться только одинь разъ 
съ ифкоторымъ остаткомъ. 

Итакъ, если у равнобедрениио чтреуюльника каждый 
045 при основан равень *|/4, то боковая ео сторона 
содержится в5 основами одинъ разь съ нькоторымь остат-. 
ком5. 

ЗамЗтивъ это, приступимъ теперь къ поел6ловательному 
наложеню. Отложимъ на АС часть АЛ, равную АВ; тогда 
получимъ остатокь 0С, который надо накладываль на АБ, 
или, что все равно, на ВО. Чтобы узналь, сколько фазъ 
ЮС уложится вт БС, соедипимь В съ Л и раземотримъ, 
какой будетъ ^ ОВС. Для этого найдемъ его углы. Такъ. 
какь ^ 4ВЛ равпобедренный, то его углы АВР и АДВ’ 
равны; ел$х.. каждый изъ нихъ равенъ '/, (24— 4)=1/, 
(2а— "7, = 4. Но уголь АВС, какъ мы выше нашли, 
равенъ 5/4: саЖд., /.Бвс= ‘а а=*/ 4. 'Гажимъ 0б- 
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разомъ, у тр.-ка ОВС есть два равныхъ угла при ВС; 
слВд., онъ равнобедренный, при чемъ каждый уголъ при его 
основани ВС равенъ '/,4. Вел дстые этого, по доказанному 
выше, боковая сторона его ПС уложится въ основани ВС 
один 2а35 сь нькоторымь остатком. Пусть этотъ остатокъ 
будеть ЕВ. Соединивь Е сь 1), мы снова получимъ равно- 
бедренный тр.-кхъ ВОЁ, у которэго каждый уголь при осно- 
ваши ВО разенъ */,4. Къ этому тр.-ку можно примфнить 
т же разсужденя: значить, его бокь АВ содержится въ 
основанш ВД (или, все равно, въ ЮС) одних разё 05 нижо- 
торым5 остаткомь. Продолжая эти разсуждещя далфе, мы 
постоянно будемь приходить къ разноб. тр.-ку, у котораго 
углы при основан равны °/.@, и. стбд., постоянно будемь 
получать остатки. Изъ этого елфдуеть, что АВ нсеоизмз- 
рима св АС. 

Подобно этому можио доказать. что Уюналь квадрата 
несоизмьрими с 10 сторонот. 

#43. Поняте объ изм5рени. Чтобы составить себ ясное 
представлене о данной хлинф. ее измЗряють при помощи 
другой. извЗстной намъ, длины, напр., поередствомъ метра. 
Эта извфстная длина, съ которой сравнивалоть друйя длины, 
наз. сдиницей дливы. При измФрсти могуть представиться 
два различныхь случая: или измВрасмая длина соизиВрима, 
еъ единицей, или носоизм8рима съ ней. 

1°. Измьрить даину, сонзмьримую 5 единицей, зна- 
цшитё узнать, сколько разь вь ней содерлетеся единица или 
доля единицы. 

Пусть. напр., падо измфрить какую-нибудь длину А при 
помощи единицы В, соизмФримой сь З. 

Тогда находятъь ихь общую м$ру и уз- . А | 
нають, сколько разъ ова содержитея | р т 
въ Ви А. Если общей мфрой ока- | 

жется сама, единица Б, то результатъ в... 

измуреня выразится иль име чиеломъ; гл 
такь, когда В содержится въ А три 
раза. то говорятъ. что длина Я равна 
3 ед. Если же общей уфрой будеть доля В, то результеть 
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измфрешя выразится дробныме числомъ; такъ, если общая ира 
есть '/; доля В и она содержится въ .4 девять разъ (какъ изобра- 
жено на черт. 108), то говорять, что длина А равна °/, единицы. 

Число, получившееся послф измфрешя, наз. часто морою 
того значешя величины, которое измВрялось. Числа цзлыя и 
дробныя наз. соизмърилинми числами. 

2°. Когда даннаи длина А несоизмфрима съ единицей В, 
тогда измфрев!е выполняется косвенно: вм®сто длины „4 из- 
мфраютъ двф друмя длипы, соизаюъримыя сь едиинцей, изъ 
которыхь сдна меньше, & другая больше А, и которыя раз- 
нятея оть А тазь мало, какь угодно. Чтобы найти тая 
соизмфримыя длины, поступают тажь: положимъ, что мы 
желаемь найти сопзмфримыя длины, которыя отличались бы 
отъ Д меньше, чфмь на '/, сдипицы. Тогда дфлимъ единпду 
В на 10 равпыхъ частей (черт. 109) и одну такую долю 
укладываемь въ длин® 4 столько разъ, сколько можно. Пусть 
она уложится 13 разъ съ нЗкоторымъ остаткомъ, меньшимъ 


Черт. 109 


1, В. Тогда мы будемь имфть длину А,, соизмфримую еъ 
единицей и меныпую, ч$мъ Л. Отложивъь '/,Р еще одинъ 
разь, получимъ другую длину Л4,. тоже соязмфримую съ еди- 
ницей, но большую, чВмъ Л,, и которая разнитея отъ 4 
менЪфе. чфмь на '/, единицы. Даины 4, и 4, выражаются 
числами ЗА, и 1/,. Эти числа разематриваются, кавь ири- 
ближениыя лпьры дливы А, первое съ нсдостаткомъ, вто- 
рое съ избыткомъ; причемъ, такъ какъ длина „А разнится 
оть А, и 4, мене, ч5мъ ва ',, единлцы, то каждое изъ 
этихь чисодь выражаеть длину 4 сё эпочностью 90 '/у. 
Вообще, чтобы найти приближенныя м%$ры длины 4 съ 
точностью до 1/» сдиницы, дфлатъ единицу В на и равныхъ 
частей и узнаютт, скольцо разь 1/, доля содержитея въ 4; 
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если она содержится болфе т разь, то мене т--1 разъ, 
то числа т, и тт 1/„ будуть ирпближенныя м8ры А сь 
точностью до \/», первое съ недостаткомъ, второс съ из- 
быткомъ. 


Предколожимь теперь, что число ия равнихъ частей, на которыя мы 
дЪлимь единицу В, неограниченио увеличивается (напр., ® == 19,100,1000 
ц т. д.); тотда разность между хлиною 4 и каждою изь соизи$римых 
длинъ 4, кА, будеть все бое н болфе уменьшаться и можеть сдф- 
латься такт малой, кавъ угодно. Это выражають такъ: пре неофаничен- 
чомь возрастайи числа равныхь частей, на которыя мы дълимь единицу В, 
соизмьримыя длины Ау и Лаз стремятся къ общену предълу, который есть ие- 
соизмпримая длина А. Числа, выражаоная длины Ари 4», такжо при 
это\ь схремяхся къ ибкоторому общехлу предЪлу, называемому несоизмя- 
фимымь числомь. Э%0 Число принимать за точную мЪфру несоизэхфримой 
цлинм 4. 


Сказанное объ измбреи длины прямой виолив прим?- 
нимо къ пзмВревшю велкой всличины, напр., дуги, угла и пр. 

ваа. Отношене. Отношенемь двухь знаенй А и В 
едной и той же величины наз. число, измприющее А, колда 
В приняио за единицу. 

Такь, если говорятт, что отвошене тфямой А къ другой 
прямой В ссть 23/,, то это значить, что Л равна 2*/, В, 
т.-е. Л содержитъ въ себ% 2 раза Р, причемъ получается 
остаток, равный */, В. 

Когда А соизмВримо сь В, отношеще А кь В можно 
выразить точно, цфлыхъ или дроблымь чиеломъ; вь иротив- 
номъ случаб его выражаютт приближенио сь желасмою точ- 
ностью. Таль. если хотятъ найти отношене А кь В съ 10ч- 
ностью до /‚. “0 дёлять В на 10 равпыхьъ частей и узиа- 
тють наибольшее содержаме '\, В въ А; сели это будетъ, 
положим», число 27, 10 *,,, или **//, будуть приближенныя 
значення отношения А къ В, еъ точпостью ло /,, первое 
съ недостатком, второс съ избыткомъ. 

Когда А несоизм$римо сь В, отношеше между нимп на- 
зывають месоизмуймы.мь. 

Два несоизмьримыя отношешя считаются равными, если 
равны ить приближенныя зпачени, вычисленныя сё произ- 
вольною, но одннаковою точностью. 
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#45. Свойства отношенй. Если 4 и В изыфрены при 
помощи одной и той же единицы С, то отношеше А къ В: 
можно выразить частнымь отъ дзлеютя числа, изм5ряющаго А, 
на число, измВряющее Б (это частное, какъ известно изъ 
ариеметики, наз. критнымь или зеомепринческим отношенемь 
двухъ чисель). Напр., положимъ, что 4—1") Си В=?/. С. 
Приведя эти дроби къ общему знаменателю, получимъ: 


__ 91 __ 10 
4=% 0 в=®0 


Отеюда видио, чго 1/, доля С’ содержится 10 разъ въ Ви 
21 разь въ 4; значить, '/,, доля В содержится въ А ровно 
21 разъ, т.-е. отношеше А къ В есть число *'//‚. Но это 
чиело получится, когда *\/, равдвлимъ на !°/,; значить: 


отнотеше А къ В— 21 . 10_—7.5 — 21 
66 —2 
Вообще, если измфривъ 4 и В при помощи одной и той же. 
единицы С, мы получимъ для 4 чиело т, а для В число. 
п, то 


отношеше АД к В—= *). 
в 


ВстЬдетые этого отношеше А къ В принято обозначать 
помощью тВхъ же знаковъ, хаще употребляются для обозна- 
устя отношешя чиселъ, а именно такт: 


А 

4: В или 3. 

Когда члены отношсвя выражены числами, то къ нему 

могутъ быть отцесены вс$ свойства чиеловыхь отношенй. 

Напр., если имБехъ два равных отношеня (т.-е. пропордио), 

то произвдете грайнихь равно пуоизведенио  среднихъ, 
ит. п. 


—— м -- 


*) Въ алгебр доказывается, чго это вЪряо и тогда, когда числа 
т и ® несонзы$римыя. См. наир. „Элементарная алгебра“, сост. А, Ки- 
сслевъ, 2-ое издание, стр. 161. 
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Язизренще угловъ пемощью ДУГ, 


#46. Опредбленя. Уголь АОВ, образованный двумя 
рамусами, наз. иентральны.мь угломъ; 
уголь ОБЕ, образованный двумя хор- 
дами, исходящими изъ одпой точки ок- 
ружности, наз. описаниы.мь угломъ. 

О дцептральномь угл$ и дуг%, зак- 
люченной между его сгоропами, гово- 
рятъ, что они сомивьтотвують другъ 
другу; о вписанномъ угл говорятъ, 
чт0 оНЪ опирается на дугу, заключев- 
ную между его сторонами. 


#49. Теоремы. Б5 одномь крупь или вь равныть кру- 
чать: 
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1°, еси центральные умы равны, то и соотвьтетвую- 
иия имь Фи равны; 

2°, если централииые удлы ие равиы, то болышему из 
заскь соотвтипствуеть большая душ. 

Пусть ДОВ и СОЛ будуть два, цент- 
ральные угла, равпые или неравные. То- 
вернемъ секторь АОВ вокругъ центра въ 
направлени, указанномъ стр$лкою, на, 
столько, чтобы рашусь ОЛ совыстился 
съ ОС. Тогда, если цептральные углы 
равны, то радусъ ОБ совпадетъь съ Ор 
и дуга АВ съ дугою СЛ; значить, эти 
дуги будутъ равны; если же центральные 
гухы не равны, то радусъ ОВ пойдетъ не по ОД, а но ка- 
кому-нибудь ипому паправленшо, напр. по ОЕ или по ОЕ; 
въ томъ и другомъ случа большему углу, очевидно, будеть 
соотв тетвовать большая дуга. 

Теорема, доказаяпая вами для одного круга, остается вЗр- 
ною дя равныхз крууювь, потому что таме круги ничмъ. 
другъ отъ друга не отличаются, кром$ свосго положен. 
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%48. Обратныя предложеня. Такъ хакъ различные слу- 
чаи относительно величины двухъ цептральныхь угловь со- 
провождаются различными зыводами относительно величины 
соотвЪтетвующихь дугъ, то обралныя предложевня должны 
быть вФрны (48), а именно: 

Бь одномь круть или вь равныхё крурать: 

1°, если дури равны, то в соотвитетвующие им цент- 
ральные улы равны; 

2°, если души не равны, то большей изь нить соотони- 
ствуеть больший пептральияй зройз. 

Доказалельство отъ противнаго предоставляемъь самимтъ 
учалцимея. 

143. Теорема. Вх ойномь пир или вь равныхь кру- 
чать центральные зилы относятся, как соотвътетвуюиия 
м буи. 

Пусть АОБ ни СОР будуть два центральные угла; тре- 
буетея доказать, что 

д АОВ:/ <0=—АВ: ОБ. 


Ш 1°. Цопуетимъ сначала. что 
Ги дуги АВи СР соизмФримы, т.-е. 
имють общую м®ру. Положимъ, 
что эта общая м®ра содержится 
7. разъ въ дугБ АВ их разь 
въ СШ; тогда 


— АВ: —СО-==ш:н [Е]. 


али," 


= в 


. 
. 
. 


сл р 


т Соединивъ точки дфлешя дугъ еъ 
Черт. 112 центромъ, мы разд$лямъ централь- 


ные углы на равныя части (равнымъ дугамь соотвЪтетвують 
равные центральные углы). Такъ какъ этихь частей будетъ т 
въ угл АОБ ип въ угл СОБ, то 
/ АОВ:/ СОБ=л: ян 121. 
"Сравнивая пропорши [1] и [2], замфчаемъ, что вторыя отноше- 
я у нихь равны; слфд., равны и первыя отношевя, т.-е. 
д АОВ:/ С<0О,=- АВ: — У. 
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2°. Предположимъ теперь, что дуги АВ и СО песоиз- 
ифримы. Тогда и соотвЗтетвующе имъ центральные углы бу- 
дуть также несоизмФримы. ДФйствительно, если бы углы имфти 
какую-нибудь общую м%ру, напр. уголь ЕОГ, то и дуги 
имф.и бы общую мЪру, именно дугу ЕР, что противорфчитз. 
условю. Чтобы дохазать равенство двухъ несоизмВримыхь 
отношен!. достаточно доказать равенство ихъ ириближелныхъ. 
значенй, вычисленныхь съ произвольвою, но одипаковою. 
точностью (144). Найдемъ приближенное значеше отношен!я 
дгъ (Би СО съ точноетью до '/„. Для этого раздВлимъ 
Ср на п равныхь частей и одну часть отложимь на ЯВ 
столько разъ, скольно можпо. Пусть 1/, доля СД содержится 
въ ЧВ боле пь разь, но мензе ш--1 разъ; тогда 


прибл. отиош. а (сь нел.). 
Сосдинивъ точки дфлен1я дугъ съ центромъ, мы раздВлимь 
уголъ СОР па у такихъ равныхь частей, какихъ въ угл$ 
АОВ содержится бодфе л’, но менфе т--1; сафд.: 

ириб.г. охнош, вор=т (с» исл.). 
Сравнивая приближенныя отпошеня угловъ и дугЪъ, видимъ, 
что они равны при всякомь и; & въ этомъ п состоитъь ра-. 
венство песоизм$римыхъ отношевйй. 

#50. Опредфлене. ДвЪ зависяция другь отъ друга вс- 
личины наз. нропорщанальными, если зависимость между 
ними состоить въ елфдующемь: 1°, каждому зпачевио одной 
величины соотвфтетвуеть только одно значене другой вели- 
чины; 92°, отношене двухъ хкакихъ бы то ни было значений 
одной величины равно отношеню соотвтетвующихь значений 
другой величины. 

Изь предыдущихь теоремъ слфдуетъь, что центральный 
0» пропорионалень соотвътствующей сему душь. 

ая. Измфрене угловъ. ИзмЗреве утглозвъ сводится на 
измВрен!с соотвтствующихь ихь дугъ слдующимь обра- 
ЗОмЪ. 

За единицу угловъ берутъ уголъ, составляют '/„‚ часть 
прямого угла; эту единицу пазывають 08ым5 зрадусомз. 
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За единицу дугь одинаковато радуса берутъ такую дугу 
того же радуса, которая соотвфтетвуетъ центральному углу, 
равному угловому градусу. Такая дуга наз. дуювымь зраду- 
сомъ. Тазь какъ прямому центральному углу соотвфтетвуеть 
'/, окружности, то угловому градусу соотвётетвуеть '/‚„ чет- 
верхи окружности; значить, дуговой гралуеъ есть 5 ЦФлой 
‘окружности. 

Пусть требуется измЪрить уголь АОД, т.-е. найти от- 
ношене этого угла къ угловому градусу ММГ. Для этого 


\ \ 


Черг. 113 


оцпишемъ изъ вершинъ угловъ дуги СО и ЕГ произвольнымъ, 
но одинаковымъ радусомъ. Тогда (149) будемь им\ь: 


/ ЛОВ:/ ММР=- (Ь:- ЕЕ. 


ЛЪвое отношевн!е этой пропорши есть число, измВряющее 
уголь АОВ въ угловыхъ градусахь (144); правое отношене 
есть число, измФряющее дугу СТ) въ дуговыхь градусахъ. 
Слх., эту пропоршю можно высказать тавъ: 

Число, измирнющесе уюль вь пловыль радусиль, равно 
числу, измьрпющему соотонлиствуюнино дуу 08 дуювыь 
зрадусаятб. 

Для краткости эту фразу выражаюлъ обыкновенно 
такъ: 

Уюоль измьрненся соотенлиствующей сму дроц. 

#52. Подраздфлене градусовъ. Градусы угла и дуга 
подраздЪляютея па 60 равныхъ частей, называемыхъ мину- 
’пами (угловыми или дуговыми); мияуту подраздфляютъ па 60 
равпыхъ частей, называемыхъ секундами (угловыми или ду- 
говыми). 
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Изъ еказаннаго выше сл$дуетъ, что въ угл содержится 
столько угловыхъ градусовъ, минутъ и секундъ, сколько въ 
соотв тетвующей ему дугБ заключается дуговыхь градуеовъ. 
минуть и секувдь. Если, напр., въ дуг СБ (чер. 113) 
содержится 40 град. 25 мин, и 13,5 секунды (дуговыхъ), 
то и въ угл АОБ заключается 40 град. 25 мин. 13,5 еек. 
{угловыхъ); это выражають сокращенно такъ: 


/ АОВ= 40°25'13,5"' 


обозначая значками (°), (’) и (”) соотвЗтетвеяно градусы, 
минуты и секунды. 

#53. Такъ какъ прямой уголь содержитъ 90°, то: 

1°, сумма угловъ тр.-ка равна 180°; 

2°, сумма острыхъ угловь ирямоугольнаго тр.-ка, равна 90°; 

3°, каждый уголь равпозторонняго тр.-ка равенъ 60“; 

4°, сумма утловь выпуклаго многоугольника, имЪощаго 
я сторонъ, равна 180°(и —- 2); ит. п. 

#54. Транспортиръ. Такъ наз. приборь, употребляемый 
для измфревя угловъ. Онъ представляеть собою полукругъ, 
котораго дуга раздфлена на, 130 градусовъ. Чтобы измФрить 
уголъ 4ОБВ, вакладывають 
на него пряборъ такъ, чтобы 
центръ полукруга совпахаль 
съ вершиною угла, а радусъ 
ОМ совпадалъ со стороною 
‚ ОА. Чпело градусовъ, содер- 
жащееех въ ду ДМ, по- 
кажеть величину угла 4ОВ. 
При помощи транспортира 
можно также чертить уголь, содерлаащй данное чиело градусовъ. 

Конечно, на такомъ прибору ифть возможности отечиты- 
вать не только секунды, но и минуты; посхроеше и изм$уе- 
ще можно выполнять только приближенно. 

#55. Теорема. Биисанный. уюль изльряенся половиною 
Эуш, на ъоторую онз опирается. 

Эту теорему надо понимать такъ: вписанный уголь со- 

держить въ себф столько угловыхъ градусовъ, минуть и се- 
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кундь, сколько въ половитВ дуги, на которую онъ ошираетея, 
заключается дуговыхь градусовь, минуль и секундь 
При доказательств теоремы раземотримъ 0собо три случая: 
1", центу О (черт. 115) аежить на сторонь внисан- 
изо дули АВС. — Проведя ращусъ ЛО, 
мы получимъ ^ 4ВО, вь которомъ ОД == 
— ОВ (какь ращусы) и, слд., / АВО= 
-=/. ВАО. По отпошенйо къ этому тр.-ку 
.\ Е утоль АОС есть вить; поэтому онъ 
\/ равенъ сумм угловь АВОи ВАО, или 
равень двойному ушу АВО; значить, 
уг. АВО рав-иь нолюсииь центральпаго. 
угла АОС. Но послЗдый изм$ряется ду- 
гою АС (151); слфд., вписанный уголь 
АВО измыфряется половиною дуги АС. 

2°, чентрь О ложить между сторонами вписаннио 
у. АБД (чер*. 115). 

Проведя маметръь ВС, мы раздВлимь уголь .4БГ) на два 
угла, изъ которыхь, по доказаиному въ лервомъ случаф, 
одинъ измфряетея половиною дуги АС, а другой-—половивою 
дуги СШ; ся$д., уголь АВ измбряется '/, (АС-Е ОО), 
т.-е. /, АБ 

3°, ненниь О лежши онь вписиниию уаа ОВЕ 
(черт. 115). 

Проведя дламетрь ВС, мы будемъ имфть: 

/ РВЕ=И СВЕ- / СВО. 
Но улы СВЕ и СВО изиБряются, по 
доказанномт, половинами дугь СЕ и СП; 
сл\д., уг. РВЕ измфряется '/) (СЕ 
СО), т.-е. половиною дуги ДЕ. 

456. Слдстие 1”. Вписанные улы, 
опиралийеся на одну илту же дузу, равны 
(черт. 116), потому что каждый изъ нихъ 
измфряется половиною одной и той же 
дуги. Еели величину одного изЪ такахъ 
угловъ обозначимъ 4, то можно сказать, что сегменть 4т.В 
влоьщаеть вх себь уюль, равный 4. 


^^ 
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#59. СлЬдстые 2°. Влисинный уюль, опирающийся на 
Фаметрь, есть прямой (черт. 117), потому что каждый такой 
уголъ измфряетея ноловиною полуокрух- 
ности и, слёд., содержить 90°. 

15%. Задача. Построшть пуя.ио- 
уольный треуюльникь по зипотенуль 
АВ и катету АС (черт. 117). 

На основами сл дств1и 2° эта задача, 
рВшается такъ: на, гипотенуз$ А.В, какъ 
на даметр®, описываемъ полуокружность 
и изъ конца 4 проводимъ хорду ДС, 
равную давпому катету. Тр.-кь АСВ будетъ искомнй. 

Это построеше можно, между прочимъ, примЪнить въ 
томъ случаВ, когда иж данной 
точки А требуется провести ка- 
саипежную кз дииной окружности 
О (см. 8 126). Соединивь А съ 0, 
строятъ уклзаннымъ счособомь на 
прямой АО, какъ на гипотепуз%, 
прямоугольный тр.-къ 4БО, у ко- 
тораго катетьъ ОВ есть радуеъ 
данпой окружности. Другой ка- 
тетъь АВ будетъ касательной, по- 
тому что онъ перпендикуляренъ Черт. 118 
къ радусу ОВ въ конц его, лежащемъ на окружности. 

#59. Задача. Из5 коп Л данной прямой АВ, не про- 
Зозжая ея, возставить кз ней перпендикулярз (черт. 119). 

Взивъ внз прямой произвольпую 
точку О, ошинемъ изъ пея радусомъ 
ОА окружность, черезъ точку С, въ 
которой э:га окружность пересекается съ 
прямой АВ, проведемъ даметрь СДи + 
конець его ) соединимъ съ А. Прямая А`__. 

АЛ будетъ искомый перпендикуляръ, Черт. 119 
потому что уголь А прямой, такъ какь онъ вписанный и 
опирается на даметръ. 

&©0. Теорема. Уюлё, вершина котораю лежит внутри 


А. П, КЯСЕДЕВЪ. 1 


Черт. 117 


в 


кра, измпряется полусуммою ду, изб которых одна, закаю- 


чена между ею сторонами, а друмя между продолжевями 
сторонв. 


Пуеть вершина угла АВС ложить 
внутри круга. Продолживъ его еторопы 
до перес$ченя съ окружностью въ точ- 
кахъ Ри Я, докажемъ, что этотъ уголъ 
измВряетея половипою суммы дугь АСи 
РЕ.— Нроведя хорду АД), мы получимъ 
А АБВ, относительно котораго уголь 
АВС есть внфшн!й; сад. : 


Черт. 120 Д АВО=Д АИ. 


Но углы А и ДО, какъ вписанные, пзмфряются иоловинами 
дугъ. ОЕ и АС; псэтому уголь АВС измфряетея полусум- 
мою этихъ дугъ. 

авя. Теорема. У10л5, вершина котора:0о лежитё внъ 
круа, измпряется полуразностьо душ, заключеньыхе между 
ео сторонами. 


Пусть вершина угла АВС лежить внЪ 
круга. 'Гребуется доказать, что этотъ 
уголь измряетея половиною разности дугь 
АС и ЕО. —Проведх хорду АД, мы по- 
лучимь ^ АВО, относитетно котораго 
уголь АДС есть внфпиий; сл$д.: 


ДВ=ХАБВС-ХА. 


Но углы АОС и А, какъ вписанные, 
измБряются половинами дуть АС и ЕЛ; 
поэтому уголь В измФрается полураз- 

Черт, 121 ностью этихъ дугъ. 

#62. СлЬдстве. Геометрическое мъсто точек, изв 
которыхз данный отртъзокь прямой видень поф5 даинымз 
Умюм5 & и поторыя расположены по одну сторону отз 
этою отртзка, есть дла семента, вмощающито ‘уюль 4. 

Пусть М будетъ одна гзъ точекъ, изъ которыхъ дапный 
отрёзокъ АВ видепъ подъ угломъ 4, т.-е. допустииъ, что прямыя 
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МА и МВ образуютъ уголь а. Проведемъ черезь точки А, 
М и ВБ окружность. Тогда часть этой окружности, именно 
АтВ, будеть искомымъ геометриче- М 
скимъ мфстомъ. ЛЙствительно, изъ 
каждой точки этой дуги прамая АВ 
видна подъ угломъ (, потому что вс% 
виисанные углы, опврающеся на АВ, 
равны углу АМВ, который есть а. 
Обратно: всякая точка, напр. №, изъ 
которой прямая 4.В зидна подъ угломъ 
а, и которая расположена по ту же 
сторону отьъ АБ, какь и точка М, 
должна находиться на дугВ сегмента 
АтВ, потому что въ противномъ слу- 
ча \голъь АМВ ве измФрялся бы поло- Черт. 122 
виною дуги АБ (160 и 161) п слёд., не быль бы равенъ и. 
По другую сторону оть АВ существуютъ также точки, 
изъ которыхъ эта прямая видна подъ угломъ а; онЪз распо- 
ложены на дуг» сегмента АРВ, равнаго сегменту АжБ, но 
расположеннаго по противоположную сторону отъ АВ. 
#63. Теорема. Уо45, составленный касительною и хор- 
дой, измтряется половиною дули, заключенной виутри ©. 
Пусть уголь АСО составленъ ка- 
салельною АО и хордою СО; требуется Е 
доказать, что этоть уголъ измЪряется 


половиною дуги СтО.— Проведя да- о 
метрь СЁ, будемъ имЪть: 
/ АСбр=/ АОЕ-— / БОЕ. 


Уголь АСЕ, какъ прямой (124), вз- 
мЪряется половиною полуокружности 
СтЕ; уголь ОСЁЕ, какъ вписавный, измбряется половиною 
дуги ОЕ; слЪд., уголь АСД измфряется полуразностью дугъ 
СтЕ и ПЕ, т.-е. половипою руги ОС. 

Подобпьымь образомъ можно доказать, Что уголь ВОО, 
также составленный касательною и хордой, измВряется поло- 
виною дуги Си; разница въ доказательств будетъь только 


Черт. 123 


чя 
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та, чт0 этотъ уголь надо разсматривать не какъ разность, а 
хакъ сумму прямого угла БСЕ и остраго ЕО. 

ава. Теорема. Уолё, составленный двумя касатем- 
ными, измпояется полуразностью ду, заключенныхь между 
точками касаная. 

Пуеть уголъ 4ВС составленъ двумя 
касательными; требуется доказать, что 
одъ измВряется половипою разноети 
дуть ОтЕ и ОиЕ (Ди Е сугь точки 
касан1я).— [роведя хорду ДЕ, мы по- 
дучимь ^^ ОВЕ, относительно кото- 

С раго уголь СЕШ есть вишей; елд.: 


/В=/ СО ВПЕ. 


Но углы СЁР и ВОЕ, какь еостав- 
ленные касательною и хордою, изм}ряются соотв$тственно 
полованами лугь Ри) и Ши; поэтому уголъ В измфряется 
полуразностью этихъ дугъ. 
&6©5. Задача. На данной прямой АБ построить сез- 
мент, омьщающий данный уолф @ (черт. 125). 
Предноложимъ, что задача рЪшена; 
пусть сегменть АСВ будеть такой, кото- 
рый выфщаеть въ себф уголъ 4. Цептръ 
О этого сегмента долженъ лежать на пер- 
пеядикуляр ДО, возстаповленномъ изъ 
средины прямой АВ. Съ другой стороны 
онъ долженъ лежать и на перпендикуля- 
р% 40, возстаповлепномъ къ касательной 
АЕ изъ точки касашя А. Поэтому поло- 
жене центра опредфлится, если мы съум?- 
емъ построить касательную АЕ. Уголъ 
Черт. 125 ВАЕ, составленный касательною и хор- 
дою, измВряется половиною дуги АтВ; вписанный уголь АСВ’ 
также измфряется половиною этой дуги; значить, / ВАЕ— 
—=/ АСВ. Но послёднй утолъ, по условю, долженъ рав- 
нятьея @; слёд., и / ВАЕ=а, а потому положене каса- 
тельной АЁ опредфлено. Отсюда выводимъ слёдующее по- 
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строеше: при конц прямой ДВ строимъ уголь ВАЕ, раз- 
ный углу а; къ средияз прямой АРВ возстановляемъ пер- 
пендикулярь ОО и изъ точки А перпендикуляръь къ АЕ. 
Перее$чене этихъ двухъ перпендикуляровь принимаемъ за 
центроъ и радусомь 0.4 описываемъ окружность. Сегментъ 
АСВ будетъ искомый, потому что всяюй вписанный въ немъ 
уголь равенъ углу ВАЕ, т.-е. углу 4. 


ГЛАВА УП. 


Врисанные и описанные многоугольники. 


#в6. Опредфлене. Если вершины какого-нибудь много- 
угольпика АВСЬЕ лежатъ на окружности, то говорятъ, что 
этотъ мн.-къ висанз въ окружпость, 
или что окружность озисана около 
него. 

Если стороны какого-нибудь мно- 
‘гоугольника МР © касаются окруж- 
ности, то говорятъ, что этотъ мн.- къ 
описань около окружности, или что 
окружность вписана въ него. 

#693. Теоремы. 1°. Около вся- 
ко трелольника можно описать 
окружность и притом только одну. 

2°. Во всямй трерольникь моэюно вписать окружность 
и притом только одну. 

Пусть АВС будетъь какой нибудь тр. къ; требуется до- 
казать: 1°, что около него можпо описать окружность и 
притомъ только одву и 2°, что въ него можно вписать окруж- 
ность и притомъ только одну. 

1°. Вершины 4, Би С суть три точки. не лежатия 
на одной прямой; а черезъ тая точки, какъ мы вид$ли 
(109), всегда можно провести окружность и притомъ только 
одну. 

2°. Если возможна такая окружность, которая касалась 
бы всЪхъ сторонъ тр.-ка АВС, то ея центръ долженъ быть 
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точкой, одинаково удаленной отъ этихь сторонъ. Докажемъ, 
что такая точка существуеть. Геометрическое м$сто точекъ, 


Черт. 127 


равиоотстоящихь отъ сторонъ АВи АС, 
есть биссектрисса АМ угла А (63); гео-- 
метрическое мЪсто точекъ, равноотетоя- 
м ЩИХЪ оть сторонъ ВА и ВОС, есть бис- 
сектрисса ВМ угла В. Эти двЪ биееек- 
триесы, находясь внутри замкаутаго про- 
странства (треугольника), должны пере-- 
‚ СЪчься внутри сго, въ изкоторой точк$ 
СО. Эта точка и будеть равноудаленной 
отъ сторонъ тр.-ка, такъ какъ она заразъ- 
находитея на обоихъ геометри{. мЗетахъ. 


Итакъ, чтобы вииеать кругъ въ тр.-къ, дфлимъ каме-нибудь- 
два угла его, напр. А и В, пополамъ и точку перееБчешя 
биссектрисеъ беремъ за центръ. Радтусомъ будетъ служить одинъ 
‘изъ перпендикуляровь ОР, 09, 
Цеятра на стороны тр.-ка. Окружность каснетея сторонъ въ. 
точкахъь Р, ©, В, такъ какъ стороны въ этихъ точкахь пер- 
пендикулярны къ радуеамъ (123). Другой взиеанной окруж- 
ности не можетъ быть, такь какъ двБ биссектрисеы могугъ 
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Черт. 123 


ОЕ, опущенныхь изъ. 


пэресВчься только въ од- 
ной точкЬ, а изъ одной 
точки на прямую можно. 
опустить только одинъ пер- 
пендякуляръ. 

168. Сл5детвЕе. Точ- 
ка О, находясь на одина-- 
ковомъ разстояни отъ ето- 
ропъ АСи ВС (черт. 127), 
должна лежать на биссек-- 
трисс» угла С’ (61); сл8д.: 

биссектриссы трех 
у ювь треуюльника сло- 
дятся вв одной точку. 

#69. Вньзписанные- 


круги. Такъ нозываютси круги (черт. 123), которые касаются одной со-- 
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роны тр.-ка и продолжен двухь другихъ сторонт (они лежать вн» тр.-ка, 
вслфдетв1е чего и получили назван] внъовизанныхь). 'Галигхъ кругозъ для 
всякаго треугольяика можеть быгь три. Чтобы построить ихъ, проводят 
биссектриссы вифшних» углозъ тр.-ка АВС и точки ихъ пересЗчешй бе- 
руть за центры. Такъ, цевтромъ окружносхи, вписанной въ уголъ 4, 6у- 
деть точка О, т.-е. пересчете биссектриссъь ВО и СО ви$шиихъ угловь, 
не смежных съ 4; рамусомъ этой окружности будетъ периендикуляръ 
ОМ, опущенпый изъ О ла какую-либо сгорону треугольника. 


#30. Теоремы. 1”. Во всякомь вписанномь четыре- 
дольпикь сумии противоположных 414065 равна двум 
прямымь. 

2°. Обратно: 0к0л0 четырелольниьа можно отисииь ок- 
ружность, если в% иемь сумма противоположныть 911065 
фавна двумв прямым. 

1°. Пусть АВСР будетъ вписанный 
четыреугольникь; требуетех доказать, что 


ДАВИ В=4 и ГА 0(=79щ. 


Углы Би 1), какъ вписанные, измрх- 
ются: первый — половиною дуги АДС, 
второй — половиною дуги АВС; слёд., 
сумма В -- О измфряется полусуммою дугъ 
АОСи АВС, т.-е половиною окруж- 
ности; значитъ, В-- )=2а. Подобио этому убВдимея, что 
А+ С=3а. 

2”, Пусть АВСР (черх. 129) будетъ такой четыреугозь- 
никъ, у котораго В - Р—=2аА. Требуется доказаль, что около 
такого четызеугольника можуо оциеать окружность. — Черезъ 
кавя-нибудь три его вершины, папр. 4, В и С, проведемъ 
окружноеть (что всегда можно сд$лать). Тогда четвертая 
вершина 1) непремБнно окажется на этой окружиоеги, по- 
тому что въ противномъ случаВ уголь Л) лежаль бы своею 
вершиною пли впутри круга, или ва его, и чогда этотъ 
уголъ не измфралея бы половиною дуги АВС (160 и 161; 
поэтому сумма В-РШ ис измрялась бы полусуммою дугъ 
АОСи АВС, т.-е. сумма В--О но разнялась бы 24, что 
противорзчить уелов!ю. 


Черт. 129 
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аз. СлЬдствт. 1°. Изё всптё параллелораммовз мож- 
но описать окружность только около пряморольника. 

2°. Около трапещи можно описать окружность толь. о 
10104, кода она равнобочная. 

&32. Теоремы. 1°. Во всякомь описанномь четыфе- 
ольникю суммы противоноложныхь стороиз равны. 


20. Обратно: вз четы] еузольникь можно впикать окружность, если въ 
немъ равны суммы противопсложныхз сторон. 


1°. Пусть АВСО будетъ описан- 
ный четыреугольникъ, т.-е. стороны 
его касаются окружности; требуется 
доказать, что АВГ Ср=ВС-- АД. 
р Обозначим точки касашя черезь №, 
М№ Ри 0. Такъ какъ дв касатель. 
ныя, проведенныя изъ одной точки къ 
> ® р окружности, равчы (127), то 4{= АО, 
Черт. 130 ВМ= ВМ, СМ= СР и ОРЕЬО. 
Са$д. 
АМ-- МВ ОСР--РР=Ао- От м мО 
т.е. АВ Ср=АО-ВС. 


20. Пусть АВСЛ) будетъ такой четыреугольник'» (черт 131), у хоторатго: 
АВ + СО—- Ар + ВС. 
Требуется доказать, что въ него можно внисаль окружпость. — Проведсмъ 
биссектриссы ВО и СО лвухъ угловъ Вис. 
Эти прямыя должны пересЪчься, нохому 
что сумма угловь ЛВО и АСО меныие 24 
(такт какь В + С<4а). Точка нерес3чс- 
ня биссевтриссь должна быть одипаково 
удалена отъ сторовъ АВ, ВС и СБ; по- 
этому, если эту точку возьмемъ за центре, 
а за рамусъ охинъ изъ трехъ равныхъ 
перцендикуляровъ ОМ, ОХ, ОР, опущен- 
пыхъ изъ О на стороны угловъ В и С, то 
Черт. 131 окружность каснется сторопт АВ, ВСиСр, 
Докажемъ, что она каснется и четвертой 
стороны АЛ, Для этого предположимт,, что касательная, проведенная къ 
нашей окружности изъ точки 4, будегь не АО, а какая-пибудь иная 
прямая, напр. АЕ, Тогха получился описавный четыреугольникъ АВСЕ, 
ВЪ КОТОромт, по доказанпому выше, будемъ нить: 
во+аАЁ= 48+ СЕ 


В м 
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Но по условно: 
ВС + Ар-—лв+ СО 
Вычтя почленно первое равенство изъ второго, найхемт: 
Ар —АЕ— Ср СЕЛЕ 

т.-е. разность двухъ сторонь Л АДЕ равна третьей сторов$ ДЕ, что 
невозможно (50); зпачитъ, нельзя допустихь, чтобы касательпою къ на- 
шей окружности была прямая АЕ, лежащая ближе къ центру О, ч$мъ АЛ). 
Такт же можно доказать, что касательною не можетгт быть никакая пря- 
мая А, лекащая дальше отъ центра, чЁ$мъ 47); зназитъ, АД должпа 
касаться окружности, т.-6. въ четыреугольникъь АВС можно вписать 
окружвость. 

19$. СлБдетве. Изь всъдхь параллелороммовь окружность можно 
вяисать только въ ромдъ и квадрать. 


ГЛАВА [Х. 
Четыре замчательныя точки въ треугольникъ, 


#54. (1 видбли, что во всякомъ треугольниы*: 

10, поерпепдикуляры къ срединамъ сторонъ сходятся въ одной точк\, 
которая ссть центр» описапваго круга (110); 

20, биссектрисеы угловъ сходятся въ одной точкЪ, которая есть 
центрть вписаппаго круга (168). 

СлЗдующйя дв$ теоремы указываютъ еще дв$ замфчательныя точкп 
треугольника: 38, перес\чеще высотъ и 4%, пересфчен1е меданъ. 

1955. Теорема. Три высоты преулольника пересткаются въ сдной почкъь. 

Через каждую вершину тр.-ка АВС (черт. 132) проведемъ прямую, 
параллельную противоположной сторонЪ его. Тогда получимъ вспомога- 
тельный Д 4,.8В,С:, къ сторонамъ ко- 
*ораго высоты лапнаго тр.-ка пер- 
пендикулярны. ‘Такъ вакъ С.В = 
— АС — ВА, (какъ протнвоположныя 
стороны параллелограмма), то точка 
В есть средпна стороны 4:С,. По- 
добно этому убфлимея, что С есть 
Средина 4,5, п А средина В, С. 
Таклыъ образомь, высоты АД, ВЕ 
и СГ служатъ периенкикуллрами въ 
срединамъ сторопъ тр.-ка 4.8, С\; а 
такле периендикуляры, вакъ извфстно, Черт. 132 
перес$каются въ одной точк$. 

ЗаиЪчан!е. 'Гочка, въ которой цересфкаются высоты треугольника, 
Ваз. ортоецентромь. 
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#36. Теорема. Тримедёаны треуюльника переськаются въ одной точку ; 
эти точка отсъкаеть оть хаждой медшны третью часть, считая оть воот- 
бвьътствующей стороны. 

Возьмемъ въ тр.-х$ АВС кавля-нибудь дв медавы, напр. АЕи ВО, 

персс$каюнйяея въ точк$ 0, и дока кемъ,. 
В что 
02 —=1,Вр и ОЕ ЦАРЕ. 


(7 Для этого, разяфливъ ОА и ОВ нополамь. 
въ точкахь Ги С, проведелъ ГС я РЕ. 


Е Гакъ какъ прямая ГС сосдинасть средины 

двухъ сторону тр.-ка А ВО, то (102) Ра |] АВ 

и Ка = ]АВ. Прямая ДЕ также соеди- 

нлетъь средины двухь сторопь тр.-ка АВС; 

А р С моэтому: 12Е || АВ и ДЕ — у. АВ. Огсюда 


Черт. 183 вывочимъ, что ОЁ || Г и РЕ=ГО. Срав- 

нивая теперь тр.-ки ОДЕ и ОГ@, замЪ- 
чаемъ, что у ннхь ДЕ = Р@ и углы, прилежэмие къ этимъ сторопамъ, 
равны (какъ углы накрестъ лекалще при параллельныхъ прямыхъ), сяЪд.,. 
эти тр.-ки равны. Изъ равенства ихъ выводимъ: ОВ —= Об = ВЕ и ОЕ — 
— ОГ— АК; поэтому ОД =1.ВЬ п ОЕ ЦЩАЕ. 

Такъь какъ это доказательство можетт быть повторено о любой парЪ 
мещань, то заключасмъ, что вс$ мед1аны треугольника, сходятся вь одвой 
тозБЪ, которая отъ каждой изъ нихъ отефкаегь третью часть, считая 
оть соотвЪтствующей стороны. 


Замфчане, Изъ физики изрЪстно, чго пересфчене меданъ тр.-ка 
есть его центр тяжести. 


УНРАЖЦЕНТЯ. 


Доказать теоремы: 


148. Если дв$ окружности касаютсл, то зеякая сЪзкущая, проведен- 
ная черезь точку касан1я, отс$каетъ оть окружностей двЪ иротиво- 
лежещя дуги одипаковаго числа градусовъ. 

149. Если черезь хочку касашя двухъ окружностей проведемъь двЪ 
сЪкушия ц коацы ихь соединихь хордахи, го эти хорды параласльни. 

150. Если черезъ точку касашя двухь овружпостей проведемь какую- 
либо сфкушпую, то касательных, проведениыя въ концахъ этой сЪкущей, 
параллельны. 

151. Если основашя высоть тр.-ко соединим» прямиами, то получим 
новый тр -къ, для котораго высоты перваго тр.-ка служатъ биесекх- 
риссамп. 

152. ели около тр.-ка онниемъь окружность п изь произвольпой точки 
ея опусхимъ перпендикулири на стороны тр.-ка, то ихъ основаши лежатъ 
на одной прямой (прямая Симпсона). 
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Задачи на позтроенте. 


153. Па дааной нсоиредфлеппой прямой найти точку, изъ которой: 
кругал данная конечная прямая была бы видна подъ даинымъ угломъ. 

154. Построихь Л по основавио, углу ири вершин и высот}. 

155. Кь дуг$ данпаго соктора провести касательную, чтоби часть ея.. 
заключенная между иродохжениыми рамусами (ограничивающими секторъ), 
равнялась данной дли (свести эту задачу па предыдущую). 

156. Построить А по осповашю, углу при вершипв и мед1ав%, про- 
введенной къ освовашю. 

157. Давы но величин и положенио квЪ. копечвыя прямыя а и 6. 
Найти такую точку, изъ которой прямая а была бы видна подъ дапанмъ. 
угломтъ «, а прямая 5 поль данным угломъ В. 

158. Въ тр-к$ найти точку, изъ которой его стороны были бы видны. 
подъ равными углами (указан: обратить вниман1е на то, что каждый изъ. 
этихъ угловъ долженъ равняться */.4). 

159. Построить Л по углу при вершия%, высотБ и межманЪ, прове- 
хенной къ основанио (ухазаще: продолживъ мед1ану па равное разстолнте 
и соединияъ полученную хочку съ концами осповашя, разсмотр$®ть обра- 
зовавнийся параллслограммъ). 

160. Построить А, въ которомъ даны: осповаше, прилежаний къ нему 
уголь и уголъ, составленный меданою. проведенпою изъ вершины даннаго 
угла, со сторопою, къ которой эта молана провсдепа. 

161. Построить параллелограммъ ло двумъ его дагоназямь и одному 
углу. 

162. Построить А по осповавтю, углу при вершип% и сумм или раз- 
ности двухъ другихъ сторояъ. 

163. Построить четыреугольпикъ по двухъ махопалямь, хвумъ сос$д- 
нимъ сторонамь и углу, образованному остальпыми двууя сторопами. 

164. Даны три точки 4, Ви С. Провести черезъ А такую прямую, 
чтобы разстояше между перпепхдикулярами, опущенными на эту прамую- 
изъ точекъ Зи С, равнялось даниой длин%. 

165. В даняый вкруг вансать А, у котораго двл угла даны. 

166. Около дапнаго круга описать Л, у кохорахо два угла даны. 

167. Построить Л по ращусу описапнаго круга, углу при вершии$ 
и высот$. 

168. Виисать въ даный кругь Д,у котораго изрфетны: сумма двухъ. 
сгоронъ и уголь, иротиволежащИ! одной изъ этихь сторовт. 

169. Виисать въ данный кругь четырсуголеникъ, котораго сторона и 
Два угла, пе прилежашще къ этой сторон%, ханы. 

170. Въ даппый ромбъ вписать кругъ. 

171. Въ равносторонв! Л вписать три круга. попарпо касающя 
дру"ъ друга и изъ которыхь каждый касается двухъ сторонъ тр.-ка. 

172. Построить четирсугольнихь, когоряй можео было бы виисать, 
въ окружность, по тремъ ого сторонамъ и охвой дагопали 
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173. Построить ромбъ но давнымъ: сторонЪ и радусу виисапнаго 
вруга. 

174. Около данцато круга описать равнобедренный прямоугольный Д. 

175. Постропть раз нобсдревпый Л по основатю и рамуеу вписан- 
наго круга. 

176. Построить Л по основаню п двумь меманамт, исходящим изъ 
вопцовь основан. 

177. То же — но тромъ меданамъ. 

178. Дана окружность и на ней три точки А, Ви С. Вписать въ эту 
окружность такой Д, чтобы его биссоктрисеы, при продолжении, встр$- 
чали окружность въ точкахъ 4, Ви С. 

179. Та же задача, съ замфною биссектриссь тр.-ка сто высотами. 

130. Дана окружность и па пей три точки М, №и Р, въ которыхь 
персс$каются съ окружпостью ‘прин продолжеюн!и) высота, биссектрисса 
и медапа, исходящя нзъ одной вериивы вписаянаго тр.-ка. Построить 
этотъ Д. 

181. На окружности даны двф точки Аи В. Изъ этихъ точекъ про- 
вести дв$ параляельныя хорды, которыхъ сумиа хана. 


Задачи на вычислене. 


182. Вычислить випсанвый уголъ, оппраюнийся па дугу, равную Ио 
части овружности. 

183. Вругь разд$ленъ на ива сегмента хордою, д$лищею окружность 
ца части въ отношенш 5:7. Вычислить углы, которые выЗщаются этими 
сегмептами. 

184. Дв$ хорды перес$каются поль угхомъ въ 366 15’ 32”. Зычиелить 
въ градусахъ, минутахъ и секундахъ дв дуги, заключенныя между сто- 
ронами этого угла и ихъ продолжентями, если одна изъ этихъ дугъ отно- 
снится къ другой, какъ 3:2. 

185. Уголъ, составлеяный двумя касательными, ироведенныхи изъ 
одной точки кь окружности, равенъ 259 15’. Вычислить дуги, заключен- 
ныя межху точками касания. 

186. Вычислить уголъ, составлепный касательною и хордото, ссли 
хорда дфлитъ окружпость па двЪ части, относяшляся какъ 3:7. 

187. ДвЪ окружности одинаковаго радуса иерес$каютеял подъ угломъ 
въ 2/,4; опредфлить въ гралусахъ мепьшую изъ дугъ, заклютающихсл 
между точками переефченя. 

Примьчане. Утломь двухъ перес$кающихея дугъ наз. уголъ, состав- 
ленный двумя касательными, проведенными къ этимъ дугамь изь точки 
перес3чен1я. 

188. Изъ одного колца дламетра проведена касательная, а изъ другого 
сЪкущая, которая съ касательною составляеттъ уголь въ 20% 80’. Какъ 
велика меньшая изъ дугр, завлюченныхъ между касательною и сБкущею. 
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КНИГА Ш. 


ПОДОБНЫЯ ФИГУРЫ. 


ГЛАВА Г. 
Подобе треугольниковъ и многоугольниковъ. 


#39. Опредфленя. Два многоугольниха съ одинаковымъ 
числомъ сторонъ пазывалотея яодобными, если углы одного 
равны соотвзтетвенно угламъ другого и сходственныя стороны 
ихь пропорщюнальвы. 

Сходственными называются т№ стороны, которыя приле- 
жагь къ равнымъ угламъ. Выражен!с: „сходетвенныя стороны 
пропорщалальвы“ означаетъ, что отношеше какихъ-нибудь двухъ 
еходственныхъ сторопъ равно отнощеню всякихъ другихъ сход- 
ственныхь стороцъ. 


Такимъ образомъ, мно- С 
тоугольники АБОРЕ и С, 
4В,С20, Е, считаются ь 
подобиыми, еели они Удо0- В В р, 
; 
влетворають слздующимь 
СЛОВмМЪ: 
у А Ю А, №, 
1”) 4=4,, В=В,, 
Сс=а, р=р, Е=Е, Черт. 134 
№ в _ ВС _ Ср _ РВ _ БА. 


Этимъ усломямъ удовлетворяютъ, напр., всные два квад- 
рала или всяше два равностороные треугольника. 

ЗамВтимъ, что могутъ быть два многоугольника, у кото- 
рыхь углы соотвЪтственно равны, но слороны не пропорща- 
Нальны, и наоборотъ; напр., у квадрата и прямоугольника 
Углы соотв®тетвенно равны, а стороны не лропорцюнальпы; 
У квадрата и ромба, наоборотъ, стороны иропорщюнальны, & 
Углы не равны. Въ отомъ отношенш треугольники рзко вы- 
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дфляютея изъ многоугольниковъ: у нихъ, кавъ увидимъ ниже, 
равенство угловъ вдечетъ за собою пропорщюональность сто- 
ронъ и обратно. 

Изъ опредзлен!я подобя слЗдуетъ, что если изъ двухъ 
равныте многоугольниковъ одинъ подобенъ третьему, то и дру- 
гой подобень ему. 

#38. Лемма.*) /Грямая, проведенная внутри треуюль- 
ника параллельно какой-нибудь ео сторопь, отськаеть отз 
нею думой треуюльцикь, подобный первому. 

Пуеть въ тр.-хё АВС проведена прямая ОЕ| АС; тре- 
буется доказать, что Л ВЕ подобенъ ДА 4ВС.— Углы этихь 
тр.-ковъ соотвфтетвенно равны между собою (В общий уголь, 
р=Аи Е=С, какъ углы соотвфтственные при параллель- 
ныхь прямыхъ), Остается доказалъ, 
что сходственныя стороны пропорцо- 
нальны. Разсмотримъ отдфльно два 
случая. 

1°, стороны АБ и ОВ имыоть 
общую мъру. Раздфлимъ А В на части, 
равных этой общей м$рз. Тогда ВО 
раздЪлитея на чиьлое число тапихъ 
частей. Пусть этихъ частей содер- 
Черт, 135 шитея т въ ВО и п вь АВ. Про- 
ведемъ изъ точекъ дфленя рядъ пря- 
мыхъ, параллельныхь АС, и другой рядъ прямыхъ, парал- 
лельныхъ ВОС. Тогда ВЕ и ВС раздфлятея на равныя части 
(100), которыхъ будеть т въ ВЕ и п въ ВС. Точно также 
РЕ разд$литея на т равпыхъ частей, & АС на п равныхь 
частей, причемъ части ДЕ равны частямъ АС (какъ противо- 
положныя стороны параллелограммовъ). Теперь очевидпо, что 
Вр _т. ВЕ _т. БЕ _т 
ВА п’ ВС п’ Аб шп 
Вр _ ВЕ _ ПЕ 
Слфд.: ВА— В0- АС 
"Такимъ образомъ у тр.- квъ В.Е и АВС углы соотв тственно 


*) Чеммою наз. вспомогательная теорема, излагаемал то ько хля того, чтобы 
при ея помощи доказать посл®дующя теоремы. 
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равны и сходетвенныя стороны пропорцюнальны; значить, ови 
подобны. 
2°, стороны АВ и ВО не нмпютз общей мъры. Най- 

демъь приближенное значете каждаго 
изъ отношерй: 

ШВ ВЕ рЕ 

АВ’ ВС дб 
съ произвольною точностью до 1/». Для 
этого раздЪлямъ АВ на п разныхъ 
частей и черезъ точки дзленя про- 
ведемъ рядъ прямыхъ, параллельныхъ 
АС, и другой рядъ прямыхъ, парал- 
лельныхъ ВС. Тогда, гаждая изъ сто- 
ронъ ВС и АС раздЪлитея также на и равиыхь частей (100). 
Предположимъ теперь, что 1/» доля АВ содержится въ ВО 
болфе т разъ, но менфе тж--1 разъ; тогда, какъ видно изъ 
чертежа, 1/» доля ВС содержится въ ВЕ также болзе т, но 
менёе ж--1 разъ, и 1/» доля АС содержится въ ДЁ боле т, 
но мене и--1 разъ. Слжд.: 


„АВ 


Черт, 156 


РЕ _ т 


ВЕ т. 
я? прибл. отн. че-Зу 


вр т. 3 
прибл. оти. ва == > ? прибл. отн, ва — 
Такимъ образомъ, приближенныя отношеюя, вычисленныя съ 
произвольною, но одинаковою точностью, равны другъ другу; 
а въ этомъ и состоитъ равенство нссоизмфримыхъ отношенй. 

#3. Теорема. Дса преулюльника подобны, если: 

1°, два зала одною соотвитственно равны двумз умиме 
друюло; 

или 2°, деф стороны одною пропорийональны двумз сто- 
ронамз друюю, и улы, лежаиие между этими сторонами, 
равны; 


или 3°, три стороны однозо пропорманальны тремз сто- 
ронамь друшют. 


1°. Пусть АВС и 4, В, С, будуть два тр.-ка, у которыхъ: 
А=А,, ВЕ В, и, сл&д.; С= С, (черт. 137). 

Требуется доказать, что таще тр.-ки подоблы. — Отложимъ 

ча АВ часть ВО, равную А,В,, и проведемъ ОЕ || АО. 
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Тогда получимъ вспомогательный тр.-кь ОБЕ, который 
согласно предыдущей 
хемм}, подобенъ тр.-ку 
АВС. Сь другой сто- 
роны ^ ОВЕ = ^ 
А, В, С,, потому что 
у нихъ: В.А В, 
(по поетроенио), В = 
— В, (по условио) и 
Черт. 137 р= А, (потому что 

р=А и АА). 

Но если изъ двухь равныхъ тр.-ковь одинъ подобенъ третьему, 
то и другой ему подобенъ; слВл., ^ А, В, С, подобень ^ АВС. 
2°. Пусть въ тр.-кахь АВСи А, В, С, дано (чорт. 138): 


ав _ ВС 
В-В, и дв = вс, [1] 


Требуется доказать, что таще тр.-ки подобны. — Отложимъ 
снова часть ВД, равную 4, В, и 
проведемъ ДИ || АС.Тогда полу- 
чимъ вспомогательный ^ ВОЁ, 

В подобный ^ АВС. Докащемъ, 
что опъ равенъ ^ 4, В, С,. Изъ 
подоб!я тр.-ковь ОВЕ и АВС 

‚ слвдуетъ (черт. 138): 
о 4 8) 
Черт. 138 ОВ ВЕ ФЕ 
Сравнивая этоть рядъ равныхъ 
отношешй съ данпымъ рядомъ (1), замфчаемъ, чо первыя от- 
нощен1я обоихъ рядовъ одинаковы (РВ= А, В, по построе- 
н1о); сл$довательно, остальных отношешя этихь радовъ также 
равны, т.-е. 


ВС вс , 
в,6, — ВЕ} ОТКуда В.С, = ВМ 
Теперь видимъ, что тр.-ки ДВЕ и .4, В.С, имЪють по рав- 
ному углу (В = В,), заключенному между равными сторо- 


нами; зпачить, эти тр.-ки равны. Но ^ ОВЁ подобенъ. 
и ^ 4, В, С, подобенъ А АБС. 
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38°. Пуеть въ тр.-кахъ 4ВСи 4. В, С, (черт. 139) дано: 
АВ вс _ 4С 
д.1 — №46, — 4,С, п 
Требуется доказать, что таые тр.-ки подобны. — Сдфлавь по- 
строене такое же, 
казь и прежде, дока- 
жемь, что Л ВЕ 
—= Л 4,В,С,. Изъ 
подобя тр.-ковъ ДВЕ 
и АВС слфдуетъ: 
АВ _ ВС Ас 12] 
вр ВЕ ОЕ 
Сравнивая этотъ рядтъ 
съ даннымь рядомъ 
[1], замВчаемъ. что первыя отношеня у вихь равны; слЪд., 
и остальныя отношеня равны, т.-е. 


Черт. 139 


вс ВС 
ва= а; откуда: В, С=ВЕ 
г 1 
АС АС 

и-== Е; бткуды 4, С,=ФЛЕ 
1-1 


Теперь видимъ, что тр.-ки ОБЕ и А.Б, С, имЗють по три 
соотв тственно равныя стороны; значитъ, они равны. Но одинъ 
изъ нихъ, именно )БЁ, подобенъ Л АВС; сл%д., и другой, 
т.-е. 4,6,С, подобенъ АВС. 

180. Замбчаше. Полезно обратить внимаше на то, что 
приемъ доказательства, употребленный нами въ трехъ схуча- 
яхь предыдущей теоремы, одинъ и тоть же; а именно: от- 
ложивъ на сторон ббльшахго треугольника часть, равную 
сходственной сторонз меньшаго, и проведя прямую, парал- 
лельную другой сторон, мы образуемъ вспомогательный тр.-кЪ, 
подобный большему данному. ПоелЪ этого, беря во вниман!е 
условя разсмалтриваемато случая и свойства подобпыхъ тр.-ковт, 
мы доказываемъ равенство вспомогательнаго тр.-ка меньшему 
данному и, наковецъ, заключаемъ о подоб!и данныхъ тр.-ковъ. 

ая. Слёдстве. Вь подобныхь треуюльникахть стод- 
ственныя стороны пропорианальны стодетвеннымеь высо- 


А. П. КИСЕЛЕВЪ. 8 


— 114 — 


тамь, т.-е. тфмъ, которыя опущены на сходствелныя 
стороны. 
Ъйствительно, если 


р тр.-ки АВС и АВ, С, 
| подобны, то прямоугольные 
\ в  тр.-ки АВ.) и А.Б, 
| \ \ также подобны (А=А, и 
\ | В=_, ); поэтому 
А с В: 6 вр _ 4 ВС _ 4С 
Черт. 140 В. `44В, В, 410, 


Подобно этому можно доказать, что въ подобныхъ тр.-кахъ 
стодственныя стороны пропоризанальны сходетвеннымь ме- 
Фанамз, сходственнымь биссектриссамь, радфусамь круювь 
вписанных и радцусамь круовь описанныть. 

182. Теорема. Если стороны одною треуюльника со- 
отвтътственио параллельны или перпендикулярны сторонамь 
9041010 трелольника, то тие треуюльники подобны. 

Такъ какъ на чертежВ затруднительно изобразить всевоз-. 
можные случаи расположешя указанныхъ въ теорем треуголь- 
никовъ, то мы будемъ вести разсужденше независимо отъ 
чертежа. 

Пусть сторопы угловь А, ВБ и С одного треугольника со- 
отв8тственно параллельны или перненликулярны сторонамъ. 
угловь 4, В,, С, другого треугольтика. Тогда углы 4 и 
А, или равны другъ другу, или составляють въ сумм два 
прямыхь (81 и 82); то же самое можно сказать объ углахъ 
ВиВБ,, СиС,- Чтобы доказать подобйе данныхь тр.-ковъ, 
достаточно убЪдиться, что каке-нибудь два угла одного изъ. 
нихъ равны соотв тетвенно двумъ угламъ другого. Предполо- 
жимъ, что этого изтъ. Тотда могуть предетавиться два 
случая: 

1°, У треулольниковь ннто вовсе попарно равныть у1л065. 
Тогда: 

АА, =24; ВЕВ,=24; С-С,=24 


и, слЁд., сумма угловъ обоихъ треугольниковъь равна 64. 
Такъ какъ это невозможно, то этотъ случай исключается. 
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2°, У треулольниковь только одна пара равныхь рловб; 
вапр., пусть 4=.,. "Тогда 


в-- В,=24; ОС =24 


и, ел6д., сумма угловъ обоихъ тр.-ковъ больше 44. 'Гакъ. 
какъ это невозможно, то и этоть случай исключается. 

Остается одно возможное допущене, что тр.-ки имЪютъ 
дв пары равныхь угловъ; но тогда они подобны, 

#33. Теорема. //рямоуюльные треуюльники подобны, 
есащ зитотенуза и катетз одною пропорианальны уитоте- 
нузь и катету друюот. 

Пусть АВС и А, В, С, два тр.-ка (черт. 141), у которыхь 
углы Би В, прямые и 

ЯВ _ АС 1 
УВ я, и 
Требуется доказать, что таще тр.-ки подобны.— Для доказа- 
тельства употребимъ тоть же премъ, которымь мы пользо- 
вались выше (180). Отложииь ВО=А, В, ип проведемъ 


В, 
Ме С 
——С 
Черт. 141 
РЕ] АС. Тогха получимъ вспомогательлый А ДВЕ, подоб- 
ный ^ АВС (118). Докажемъ, что онъ разень АА В,С,. 
Изъ подомя тр.-ковъ АВС и ОВЕ слЗкуеть: 


В 


А 


АВ АС 
ОВ ОЕ [2] 


Сравнивая эту пропорцио съ данной |[1|, находимъ, что пер- 
выя отношеня ихь одинаковы; елфд., равны и вторыя отно- 
шеня, т.-е. 
46 46. 
ри Ща’ 
Теперь видимь, что тр.-жи ДВЕ и 4, В, С, имфють по рав- 
ной гипотенузВ и равному катету; сл$х., они равны; а такъ 
з* 


откуда: ДИ А, С, 
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какь одинъ изъ нихъ подобень ^ АБС. то и другой ему 
подобенъ. 

184. Задача. № данной сторошь построить треуюль- 
никь, подобный данному трепольнику. 

При концахъ данной стороны строимъ углы, соотвЗтетвенно 
равные угламъ даннаго тр.-ка и одинаково съ ними располо- 
женвые. Полученный тр.-къ будетъ подобенъ данпому (179,1°). 

#35. Теорема. Деи мнолотуюольниеа подобны, если они 
состоятз ‘изз одинаково числа подобныхь в одинаково рас- 
положенныхь тредольниковь. 

Пуеть мн.-ки 4ВСФЕ и 4 В. СПЕ, составлены изъ 
одинаковаго числа попарко 


С подобныхъ тр.- ковъ: А 4 
подобень А, ^ М по- 
р добенъ ^ № ит. д.; пусть 
В м кромЪ того эти тр.-ки оди- 
наково расположены; тре- 
Р / буется доказать, что таще 

А. Е 


многоугольники подобны, 
Черт, 142 т.-е. что у нихъ: 1°, равны 
попарно углы и 2°, сход- 
ственныя стороны пропорлланальны (177). 
1°. Равенство угловъ мн.-ковъ слфдуеть изъ равенства 
угловъ тр.-ковъ; такъ, В — В, и Е= ,, какь равные углы 
подобныхь тр.-ковь (Ми М,, РиР,), А=А,, (= С, 
Р=1),, какъ суммы угловъ, соотвЪтетвенно равныхъ другъ 
другу. 
2°. Изъ подойя тр.-ковъ слфдуетъ: 
Изъ полобя Ми М, Изъ подобя РиР, 
дв ВС _ СА бр М0 Бо дв 
4.8. В,6: Са СПА ВР АВ 
"Изъ подобя №и № 


Возьмемъ изъ этого ряда равныхъ отноше только 7%. 
8Ъ вОоТОорыя входятъ стороны данныхъ мНОГОУГОЛЬНиИКОВЪ; тогда 
получимъ: 

Ав _ ВС _ бр _ ФЕ __ ЕКА 
АВ, ВС: СР Ел А, 
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Такимъ образомъ, данные многоугольники, имЪя соотв тетвенно 
Равные углы и пропорщаназльпыя стороны, подобпы. 

1536. Обратная теорема. //одобные многоуольники можно 
Разложить Иа одинаковое число подобныхь и одинаково рас- 
положенных треуюльниковь, 

Нуеть мн.-ки АВСРЕ и А В, СР, Е, подобны. Ихъ 
можно разложить па одинаковое чиело подобпыхъ тр.-ковъ 
различными способами. Укажемъ самый общий способъ. --- 
Возъмемъь внутри мн. 
АВСРЕ произвольную 
точку О и соединимъ 
ее со всфми вершинами. 
Тогда мн. АВСОЕ ра- 
зобъется на, столько тре- 
угольниковь, сколько въ 
немъ сторонъ. Возьмемъ 
одинъ изъ нихъ, напр. 
АОЕ, и на сходствен- 
ной сторон$ 4, Е, другого многоугольника поетроимъ ^ 4, О, В,, 
подобный ^ АОЕ. Вершину его О, соедияимъ съ прочими 
вершинами мн. 1,68, С.Б, №. Тотда и этоть мног.-къ ра- 
зобъется на то же число тр.-ковъ. Докажемъ, что тр.-ки пер- 
ваго многоугольника соотвтственно подобны тр.-камъ второго 
многоугольника. ^ АОЙ иодобень ^ 4, О, Ё, по построен!ю. 
Чтобы доказать подобе соеВднихь тр.-ковъ АВО и 4, 5, 0,, 
примемъ во випмане, что изъ подобя мн.-ковъ, между про- 
чимъ стбдуетъ: 


Черг. 143 


__ ВА АЕ 
А=А, ИЯ м [1] 
а изь подобя тр.-ковь ЧОН и 4,0, Е, выводимъ: 


__ 40 _ АЕ 
д ОЕ — д 0,4. Е, И А! 0, — [2] 
Изъ равенствъ [1] и [2] слФдуеть: 


р __ ва __ 40 
Д. В40=/ В, 4,0, и В.А, 10, 


Теперь видимъ, что 1р.-ки АВО и А.В, 0, имВютъ по рав- 
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ному углу, заключенному между проиоранальными сторонами; 
зпачитъ, они подобпы. 

Совершенно такъь же докажемъ подобе сл$дующихь тре- 
угольниковь ВСО и Б, С. О, зат$мъь СОР и С. 0,0, ит. д. 


#59. Сходственныя точки и лини. Гели на плоскостахъ полоб- 
ныхЪ многоугольниковъ возьмемъ тавя точки О и О, (черт. 143), что 
тр.-ки ОЛВи ОА, В, получевпые оть соединевя этихъ точекъ съ коя- 
цами какихЪ-нибудь двухъ сходственныхъ сторонъ, подобпы, то тавыл 
точки паз. сходственными. Изъь предыдущей теоремы слФдхуетъ, что если 
чочки О и 0, сходствевныя, то веь треуюльниие, получаемые соедине- 
чемъ этихь точекь съ концами какихть угодно схохственныхъ сторонъ, 
бухуть соотвБтственно подобны. 

Сходственныя точди могутъ быть взлты и па сторонахт хпогоуголь- 
никовъ, и въ ихъ сходственвыхь воршияахь, и даже внЪ миогоуголь- 
иирозъ. 

Если точки Ои 01, РиР, (черт. 144) попарно сходетвенныя, то 
прямыя ОР п О.Р, наз. сходетвениыми лшйлмии. Эти линш обладаюту 
салздующимь свойствомъ. 

#33. Теорема. Сходст- 
венных мии двухь подобныхь 
мнозоуольниковь пропоршаналь- 


р ны иль стодетвеннымь стодонам. 
0 и Соелииимь  схохствениыя 
} \ точии съ концами двухъкакихъ-- 
нибудь сходетв. сторонъ, нащр. 
А В А АВ п АВ,. Изъ подобя тре- 
угольниковъ АОВ и 4,0.В, 
Черт, 141 слБдуетъ: 
Ол АВ - 
д С 94.В, н о-в, [1] 
а изъ подобля тр.-ковь РАВ и Р; 4,8, выводимь: 
РА ИВ 
РАВ == ) О. 
г РА, т ав [2] 
Изъ сравнен1я равевствь [1] и [9] вахохимъ: 
ОЛ РА 


РОИА п бу в 
Теперь видимъ, что гр.-ки ОАР и О.Р, имвють по равному углу, 
заключенному межу пропорщаназьными сторонами: сдЪ.(.. они потобны 
и потому 

ОР _ ОА _ АВ 

О.Р. 914, А, В, 
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&89. Теорема. /ериметры подобныхь мнолоуюльников 
относятся, какь слодственныя стороны. 
Пуеть мн.-ки АВСРЕ и 4, ВСЕ, (черт. 143) по-. 
добны; тогда, по опредФлению: 
ав ВС _ Ср _ РЕ _ ВА 
В В Ср БЕ ПА, 
Изъ алгебры извЪетно, что если имЗемъ рядъ равныхь отно- 
шей, то сумма предыдущихь относится къ сумм послВдую- 
щихь, какъ какой-нибудь изъ предыдущихъь къ своему посл- 
дующему; поэтому: 


АВ+ ВС+ СлА-ФЕ-ЕА АВ _ ВС 
`В + ВСЕ ЕЕА АВ ВС" 


Примфръ. Если сторона одного мпогоугольника болфе 
сходетвенной стороны другого многоугольника, подобнаго ему, 
ВЪ 2 раза, 3 раза, 4 раза и т. д., то и периметрь перваго 
многоугольника болЗе периметра второго въ 2 раза, 3 раза, 
4 раза ит. д. 

#90. Задача. На данной сторонь 4. Е,, (черт. 142) 
построить мнооуюльника, подобный данному мнолоуюльнику 
АВСРЕ. 

Разбивъ данный многоугольникъ на тр.-ки (27, №, Р), 
строятъ на данной сторо 4, Е, тр.-къ Р,, подобный тр.-ку 
Р, затЪмъ ва сторон$ 4.0, тр.-кь №, подобный тр.-ву 
М ит. д. Полученный такимь образомъ мног.-къ 4, В, С: Р, Е 
будеть иодобенъ данному (185). 


ГЛАВА ЦП. 
НФкоторыя теоремы © пропорщенальныхь линиях». 


ЯЭ1. Теорема. {въ нрямыя, переспкаемия рядомь па- 
Рилаельныхь прямые, разспкаются ими на пропорипана- 
ныя части. 

Пусть АВи А, В, (черт.145)) будуть дв камя-нибудь прямыя, 
разсвкаемыя рядом параллельныхь прямыхь СС, Ор, ‚ ЕЕ, 
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ЕЕ, и т. д.; требуется доказать, что отношевше двухъ какихъ- 
пибудь отр%зковъ прямой АБ равно отношен!ю соотвзтствую- 
щихь отр8зковъь прямой 4, В,. Докажемъ, напр., что: 


Проведя СМ и ЕМ параллельно 
{ ЕВ А, В,, будемъ имть: С.Б, =СМ 
м и Е Е=ЕМ (91). Тр-ки СОМ 
и Е/М подобны, потому что углы 
одного равны соотвфтетвенно уг- 
ламъ другого (велздетве парал- 
лельности лишй). Изъ ихъ подо- 
'’ бя слфдуетъ: 
ср _ См. ‚ ср _ ав 
ЕЕ- Е\; откуда: ЕР- ЕЁ. 


Черт. 145 


Подобнымъ образомъ легко доказать пропорщанальность вея- 

кихъ другихъ соотв$тетвующихь отр?зковъ. 

#92. Теорема. Стороны дла, переспкаемыя урядомь 
параллельныхь прямые, разсъкаются ими на пропоранам- 
ныя части. 

Пусть стороны угла АБС пересЗкаются рядомъ парал- 
лельныхь прямыхь ОО,, ЕЁ, РЁ ит. д.; требуетея до- 
казать, что отношене двухь какихъ-нибудь отрЪзковъ стороны 
ВС равно отношенпо соотв$тствующихъ отрзковъ стороны 
БА. Докажемъ, напр., что: 

вр вр 
РЕ ЦЕ, 

с Проведя ОМ || ВА, будемъ имзть: 
р,Е = РМ. Изъ подобя тр.-ковз 
ВОГ, и РЕМ находимъ: 

ВВ _ Ви. о. 86 _ ВП 

РЕ РМ, откуда: Е —РЕ, 

Подобнымъ образомъ легко дока- 
загь пропорщанальность всякихъ дру- 
Черт. 146 гихъ соотвфтегвующихь отрЪзковъ, 

&93. Обратная теорема. Есле на сторональ ума отло- 
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ясимь отё вершины пропоранальныя части, зто прямыя, 
соедуняюция соотвьтетвенные концы ‘из, параллельны. 
Пусть на сторонахъ угла АВС (черт. 146) отложены отъ 
вершины части ВО, РЕ, ВО, и Б.Е,, удовлетворяющя 
пропорщи: 
ВО: БЕ=БО, : БЕ, 


Гребуетея доказать, что прямыя ОД, и ЕЁ, параллель- 
ны. Предположимь, что прямая, параллельная ОБ, и про- 
ходящая черезъ точку Е, будегь не ЕЁ, а какая-нибудь 
иная, напр. №№... Тогда, согласно прямой теоремф, будемъ 
им ть: 

вр _ Вр, 


ВР _ Вр, 
Ев 


и по условию: ФЕ -РЕ 


Откуда: ОЕ, = Е,, что певозможно. 

#94. Теорема. Мрямыя (ОА, ОВ, О(.... черт. 147), 
исходяиия ‘изъ одной точки (0), 
и переспкаемия урядомз парал- 
лельныхз прямыть (АБ, А П.... ), 
разськаотся ими на пропоря- 
анальныя части и сами дълять 
эти параллельныя на пропория- 
анальныя части. 

1°. ПримВняя теорему 5 192 
сначала къ углу АОБ, затфмъ 
къ углу ВОС ит. д., получимъ: Черт. 147 


дал угла ЛОВ для угла СОР 

| | | [ 

А вв стр т". 
для угл ВОС 


2°. Пзъ подобя тр.-ковь 4ОВи А, ОВ,, затбмь ВОС 
и В, ОС., выводимъ: 


АВ _ В0 „ В0 _ ВС 
ав _ ВС 


Откуда: = = 
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Подобнымъ же образомъ доказывается пропорщя ВС: В, С, —= 
=0р:С8.. 

#95. Задача. Раздълить конечную прямую АВ на ча- 
сти пропорщанально конечным прямым т: п: р. 

Проведя  неопредленную 
прямую АС подъ произвольнымъ 
угломъ кь АВ, отловимъ на 
ней части, равныя т, пир. 

В Точку Р, составляющую конецъ 
р, соединяем съ В и черезъ 
точки отложен1я проводимт пря- 
мыя, параллельныя ВЕ. Тогда, 
АВ разд®лится въ точкахь Л 
н Е на части, пропорщаналь- 
ныя т:и:р (192). 

Если т, пи р означать калля-нибудь числа, напр. 2,5,3, 
то построеве выполняется такъ же, съ тою разницей, что 
на АС откладываются части, равныя 2, 5 и 3 ироизволь- 
нымъ едипицамъ длины. 

#96. Задача. Кь тремь конечнымь прамымь в, 6 ис 
наити четвертлю пропорманильную, 


Черт. 148 


а т.-е. найти такую прямую 
| о д, которая удовлетворяла бы 
| пропорщи 4: 6—5: х.—На ето- 
| и, ронахъ произвольнаго угла АВС 


ВТ. Е ОТкладываемъ части: Вр= а, 

а, рЕ=$, ВЕ==с. Соединивъ 

| затфмъ ЛД и РЕ. проводимъ 

ЕС |! ОЕ. Огр%зокъ ЕС `будеть 
искомый (192). 

#93. Задача. На неопре- 

дьлениой прямой ММ ноалини 

Черт. 149 почки, которых разстоявя 

075 двуль данныль точекв А и В этой прямой относились 

бы, канз т:п.-_Черезъь А и В проводимъ двЪ произвольныя 

параллельныя прямыя и на нихъ откладываемъ: АС = т, 

ВВ=пи ВЕ=и. Проведя затёмь ОЛ и СЕ, получамъ 
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лв искомыя точки: Ри С. ДЪйствительно, изъ подоб1я тре- 
угольниковъ 4СЕи ЕВЕ, 
а затфмь изъ подобя 
тр.-ковъ АСа и БО 
находимъ: 

КА: РВ=АС: ВЕ= 

=т: я 
СА: СВ=АО: ВО= 


—т.:я 


Черт. 150 

Замбчане. Боле двухъ точекъ, удовлетворяющихь тре- 
бованио задачи, не можеть быть, потому что при измнеши 
чоложешя точки Р между А и В отношеше РА: ЕБ изми- 
няется; то же самое можно сказать объ отношени (А: ав. 

Когда т=—, существуетъь только одна точка (лежащая 
на бредивв между А и В), которая удовлетворяетъь требо- 
ваю задачи. 

#98. Теорема. Биссектрисса внутренняло или внъшняю 
дла треуюльника переськаеть противоположную сторону 
или ея продолженае в5 такой точкъ, которой разстояия 
оз концовь этой стороны пропорщанальны двум друтимь 
сторонамъ треуюльника. 

Пуеть ВШ есть биссектрисса внутренняго, & ВО, — бис- 
‘вектрисса визшняго угла тр.-ка .4ВС. Требуется доказаль, что 
г. 24 84 о’ 24 ВА 
"27 вс ИУ СВХ 19 


‚ 
, 
‚ 
‚ 
”» 
#9.“ 
| „’’ 
ии 
Е: 


Черг. 151 
Черезь вершину С проведемъ ЕЁ, || АВ до пересечения 
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съ обфими биссектриссами. Тр.-ки ЯВО и ОЕС подобны 
(углы при Р равны, какъ вертикальные, уг. 1 = уг. 5, какъ. 
углы накрестъ лежащще при параллельныхъ); точио также по- 
добны тр.-ки АВ, и СЕ, Б,. Изъ подойя ихь находимъ: 

РА __ АВ РА АВ 

то=Е  ( ро=ов [2] 
Чтобы перейти отъ этихъ пропорщй къ тВмъ, которыя тре- 
буется доказать, достаточно убфдиться, что ЕС = ВС и: 
СЕ -—= ВС. И дБйствительно, такъ какъ уг. 2 =—уг. 1 (по 
условю) и уг. 5=уг. 1 (какь накр. леж.), то уг. 2 = уг. 5, 
и потому Л ЕВС равнобедренный, т.-е. ЕС = ВС; съ дру- 
гой сторопы уг. 3==уг. 4 (по условно) и уг. 6 —=уг. 4 (какъ 
накр. леж.); значить, уг. 3-=уг, 6, и потому ^^ ВСЕ, рав- 
нобедренный, т.-е. СЁ, = ВС. ЗамФнивь теперь въ пропор- 
щяхь [1] и [2] отр$зки ЁС и СЁ, на ВС, получимъь т%. 
пропорщи, которыя требовалось доказать. 

Численный примфръ. Пусть 48—10, ВОТ иАС=6. 
Тогда биссектриссы РО и ВПО, опредБлять точки Ри Ш, 
которыхъ разстоявя оть А и С можно найти изь прб-- 
порщй: 

РА 10 __ 
рот" Бет 
рА+ро_ и ра —Л,С 3 


откуда: ро И ра“ 
6 _17 6 _3 

т.-е. ВА 10 И ра 10 

| ВАА __ 60969 __ 60__. 

значилтъ: ВАЗ: и РА=-=20 


#99. Обратная теорема. Если прлмая, исходящая изз 
вершины треуюльника, пересъкаеть противоположную сто- 
фону или ея продолжене в; такой точкъ, которой разсто-- 
яя 00 кониовъ этой стороны пропориланальны двумз дру- 
чимз сторонам, то она есть биссектрисса внутренняло чл. 
внышнялю ума трелольника. 

Пусть Ри РБ, (черт. 151) будуть дв точки. удовлетво-- 
ряюття пропорщямъ: 

ЛА __ ВА Р.А __ ВА 
т6=ве ПШ]  Ъо=в 12] 
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Требуется доказать, что прямыя ВО и ВО, дБлатъ пополамъ: 
первая внутренн!й, а вторая вифшв!й уголъ тр.-ка АВС. — 
Проведя снова прямую ЕЁ, || АВ, найдемъ изъ подобя тре- 
угольниковъ: 

ПА__ ВА о р 

о=ае 8] рос [4] 
Сравнивая пропорши [3] съ [1] и [4] сь [2], находимъ: 

ЕС—= ВС и СЕ = ВС 
Поэтому въ тр.-к$ ВЕС равны углы 2 и 5, а вь тре- 

угольник$ БЁ, С равны углы 3 и 6; но уг. 5— уг. 1 (какъ 
накр. леж.) и уг. 6 = уг. 4 (по той же причин$); елёд. 
уг. 2=уг, 1 и уг. 3==уг. 4, т.е. ВО и ВБ, суть бис- 
сектриссы. 


®00. Теорема. Гсомстрическое место точеть, которыхь разсто- 
яия отз двухь данныхь точекь А и В находятся въ постояиномь отио- 
тиень зп: п, сесть окружность, зода т не равно п. 


М 


Черт. 152 


Если т не равно и, то на неопрех$ленпой ирямой, проходящей че- 
рез Ди В, можно найти дв$ точки, иринадлежация искомому теометр. 
иЪсху (197). Пустъ это будуть точки Си Су, т.-е. 

СА: СВ=тш:пи СА: О В=т: я 

Предположимъ теперь, что существуеть еще какая-нибудь точка 2, 
удовлетворяющая пролорщи: 

МА: МВ=т:я 

Проведя МС и МС,, мы должин заключить (199), что первая изЪ 
этихъ прямыхъ есть биссектрисса угла АМВ, а вторая—биссектрисса угла 
ВМХ; велЪ$детые этого уголь СМС,, составленный изъ двухъ иоловинь 
смежныхЪ угловъ, долженъ быть прямой, а нотому веришна его М лежлтъ, 
на окружности, описанной ва СС;, какъ на дламстр%. Такимь образомт, 
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мнт доказали, что всакая точка М, принадлежащая пекомому геометр. мБ- 
сту, лекитъ на окружности СС\. Теперь докажемт обратное иредложеще, 
“.-@, что всякая точка этой окружности иринадлежитъ геометр. м%ету. 

Пусть М есть произвольная точка этой окружности. Требустся до- 
казать, что МА: МВ =т:п. Проведн черезь В прямую РЕ || АМ, будем 
иыВть слЗдуюцщия пропорши: 


МА: ВВ- СА: С,В=т:т [1] 
МА: ВЕ = СА: СВ=т:п 12] 
Откуда, Вр ВЕ 


к.-е. точка В есть средина прямой ДИ. Такъ какъ уголь СС, вписан- 
пый п опирается на даметръ, то овъ прямой; поэтому А БМЕ прлауо- 
угольный. Велфдетве этого, если средину В гипотенузы РЁ примемъ за 
центръ и опишемъ окружность, то она пройдегь черезь М; звачитъь, 
ВЛ = МВ. Подставивъ теиерь въ пропортшю [1] ва мЪето ВО равную ей 
прямую М8, будемъ им%ть 

МА: МВ == т: п 


ГЛАВА ПЕ. 


Числовыя зависимости между элементами треугольника и 
НБкоторыхъ ДругихЪ ФИГУОЪ. 


зол. Теорема. Перпендикулярз, опущенный из вершины 
прямозо ума на зипотенузу, есть средняя пропоршанальная 
между читотенузой и прилежащимь отризкомь. 

Пусть АО есть перпендикуляръ, опущенный изъ вершипы 
прямого угла А на гипотенузу ВС. 'Гребуется доказать сл5- 
дующя три пропорщи: 


Первую пропорщю мы до- 
кажемъ изъ подобя тр.-ковъ 
АВри АШОС, у которыхъь АД 
общая сторона. Эти тр.-ки по- 
добны, потому что острые углы, 
обозначенные на чертеж оди$- 

С ми и тми же цыфрами, раввы 
Черт. 158 вслёдетве перпендикулярности 
ихь сторонь (82). Возьмемь въ ^ 4ВО тБ сторовы ВЛ и 
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АП, которыя составляють первое отнощене доказываемой 
пропорци; сходственными сторонами (177) въ ^ АБС 6у- 
дуть 4) и ОС; поэтому 


ВО: АР=АО: ОС 


Вторую пропорцйо докажемъ изъ подобя тр.-ковь АВС 
и АВО, у которыхъь АВ общая сторона. Эти тр.-ки подоб- 
пы, потому что они прямоугольные и острый уголь В у нихъ 
общй. Въ ^ АВС возьмемъ т$ стороны ВС и АВ, кото- 
рыя составляютъ первое отпощене доказываемой пропорции; 
сходственными сторонами въ ^ АВ будуть АВ и В0: 
поэтому 

ВС: АВ=ФдвВ: ВО 


‘Гретьзо пропорщю докажемъ изъ подобя тр.-ковъ АВС 
и АДС, у которыхъь АС общая сторона. Эти тр.-ки подобны, 
потому что они оба прямоугольные и имЗютъ общий острый 
уголь С. Вь ^ АВС возьмемъ стороны ВС и 40; ехид- 
ственными сторонами въ ^ АДС будуть АС и ОС; по- 
этому 
ВС: АС=АС: ОС 


202. СлЬёдстве. Пусть .4 есть произвольная точка окруж- 
чости,, описанной на маметрз ВС. Соединивъ копцы Да- 
метра съ этою точкою, мы получимъ \ 
прямоугольный тр.-къ АВС, у кото- ча 
раго гипотенуза ВС есть маметръ, а 
катеты суть хорды. ПримЗняя дока- 
занную выше теорему къ этому тре- 
угольнику, приходимъ къ слздующему 
заключению: 

Перпендикуляуь, опущенный изь какой либо зпочки окруж- 
ности на Фаметръ, есть средняя пропоризанальная между 
отрьзками Фаметра, а хорда есть средняя пропориланаль- 
ная между Фаметромз и прилежолцимь отръзкомь ею. 

203. Задача. Построить среднюю пропорианальную 
между двумя конечными прямыми а и 6. 


Черт. 154 
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Предыдущее слЁдстые позволяетъ р$шить эту задачу двоя- 
нимъ путемъ. 

1°. На произвольной прямой откладываемъ части ВО=а 
и ОО—Ф (черт. 154); па ВС, какъ па даметр®, описы- 
ваемъ полуокружность; изъ Ш) возстановляемъ до перес$ченя 
съ окружностью перпендикуляръ ДА. Этотъ перпендикуляръ 
и будетъ искомою середнею пропорцюнальною между ВДи ОС. 

2°. На произвольной прямой откладываемъ части (черт. 
154) ВО-=чи ВС=. На ббльшей изъ этихъ частей опи- 
сываемъ полуокружность. Проведя перпендикуляръ ДА, соеди- 
няемъ А съ В. Хорда АВ будетъ среднею пропопорщональ- 
ною между ВСи ВО. 

204. Теорема. Если стороны прямоуюльнаю треуюл- 
ника измтрены одною единицею, то квадрат» числа, выра- 
жеощало зипотенузу, равенз суммтъ квадратовь чисель, вы- 
ражающить катеты. 


Пусть .4ВС есть пря- 
моугольный — треуголь- 
никъ и 4.) перпенди- 
куляръ, опущенный на 
гипотенузу изъ верши- 
ны прямого угла. Тогда, 
по доказанному вышс, 
можемт ваписать: 


Черт. 155 


ВС: АВ=АВ:ВО и ВС: 4А0=АС: ОС 


Когда стороны даннаго треугольтика, и отрзки гипотенузы 
выражены числами, то мы можемъ примЪнить къ этимъ про- 
порщямъ свойства числовыхь пропорщй; тогда: 


АВ`=РВС.ВО и 46*=вВО.0С 
Сложивъ эти два равенства, получим: 
АВ-- А0?= ВС (ВО--ОО)= ВС. ВС= ВС? 


Эту теорему обыкновенно выражаютъ сокращенно, хотя и 
неправильно, такъ: 
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Квадрат зипотенузы равенз суммь квадратовь ка- 
тетовз. 

205. Численныя примбненя. Пусть а, 0, с, 1, Бис 
(черт. 155) будуть числа, выражающя въ одной единиц8 
стороны, высоту и отр$зки гипотенузы прямоугольнаго тр.-ка 
АВС. На основанйи доказанныхь выше теоремъ, мы можемъ 
вывести сл$дующя 5 уравневй, связываюция эти 6 чиселъ: 


дас’; =; Те; Ре =а; е=еФ 


Изъ этихъ уравневйЙ только первыя четыре самостоятель- 
ны, а цослВднее составляетгь сл детве двухъ первыхъ; всл5д- 
стые этого уравнея1я позволяютъ ло даннымъ двумъ изъ щести 
чиселъ находить остальныя четыре. 

Для примЗра положимъ, что намъ давы отрзки гипо- 
тенузы: $ —5 метровъ и с ==7 метр.; тогда 


а=и-е=12; е=уае=у12.7=у84=9,165... 
= И =у12.5=у60=7,744... 
В =Убе=у5.7=У35=5,916... 


>06. Слёдстве. Авадраты катетовь относятся между 
собою, какз отризки зипотенузы, ДЪВйствительно, изь урав- 
нешй предыдущаго параграфа находимъ: 


С: — ав га =е:0 


203. Замёчанше. Въ послдующихъ теоремахъь мы 0у- 
демъ сокращенно говорить: „квадратъ стороны“ вмЗето: ^64д- 
Фаиз числа, выражающиию сторону, или: „произведеше пря- 
мыхъ“ вмВсто: ироизведене чисель, выражеощихь прямыя. 
При этомъ будемъ подразум®вать, что прямыя измрены одною 
и тою же есдиницею. 

205. Теорема. Вз треуольникь квадратъь стюроны, 
лежащей противз острало ума, равенз суммь квадратовь 
9вух5 друить сторонз безь удвоеннизо произведеня одной изь 


А. Ш, КЕСЕЛЕВЪ, Я 
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этихь сторонь на отръзокь ея о вершины острою узла 
до высоты. 


В В 


ьАЫ——— С 
Черт. 156 Черт. 157 

Пусть ВС будетъ сторона тр.-ка АВС (черт. 156 или 
157), лежащая противъ остраго угла 4, и ВД высота, опу- 
щенная на какую либо изъ остальвыхъ еторопъ, напр. яа АС. 
Требуется доказать, чго 

В0?= АВ?-- АС*—З АС. АП 
Изъ прямоугольныхъ тр.-ковъ ВОС и АБО выводимъ: 
В0*= В0*-- 0С? [1] ВГ=АВ— АГ [2] 

Съ другой сторовы: РС=АС— АО (черт. 156) или 
рС=Ар— АС (черт. 157). Въ обоихъ случаяхь дяя ПС? 
получимъ одно и то же выражеше: 

120?=(АС— Ар)= Аб*— АС. АБТ А В 

20*=(Ар—4С= 0—2 АО. АС АС? 

Подставивъ въ равенство [1] на мВсто Б/* и ОС’ ихъ 
выражешя изъ равенствъ [2| и [3], получимъ: 


В0*= АВ — АШ-|- 40 —З АС. АР 4 


Это равенство, посл сокращенйя членовь — 4.1 и | АГ», 
и есть то самое, которое требовалось доказать. 

Замфчане. Доказанная теорема остается вЗрною и тогда, 
гогда угол» С прямой; тогда отрфзокъ С.) обратится въ 0, 
т.-с. С’ сдфлается равною АД, и мы будет имЪть: 

ВС*=: 4В*-|- АС? — 2 4 0?= АБ — 40’ 


что согласуется съ теоремою о квадратВ гипотенузы (204). 
23. Теорема. ВБз треую-инииль квидрать стороны, де- 
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жащей противх тутою зла, равенз суммь квадратовз двух 
друзихь сторонь, сложенной съ удвоеннымь произведенему 
одной изь этить сторонь на отртъзокь ея продолженя оте 
вершины тупо ума 90 высоты. 

Пусть АВ будетъ сторона тр.-ка АВС (черт. 158), лежа- 
щая противъ тупого угла С, и БО — высота, опущенчая на 
какую либо изъ остальныхь сторонъ; требустея доказать, что 


А.В = АС? -- ВС? АС. О 


Изъ прямоугольныхь тр.-ковъ В 
АВО и СВО имКемъ: 


АВ*= В.0?-|- АТ’ [11 
В0= ВС? — СШ’ [2] _ 
Но 40'=(АС- 60)= р С А 
= Ао" АС. СВ 00* [3] Черт. 158 


ЗамЗнивъ въ равенств% [1] 80° и 42’ ихь выраженями 
изь равенетвъ [2| и [3] найцемъ: 


АВ? = В0* — (1}-- АС*--3 АС, СО- СТ 


ч10, посл сокращеня, даетъ доказываемое равенство. 

эаФ. СлЬдстве. Изь трехь послВднихъь теоремъ выво- 
димъ, что квадрать сторопы треугольичка равенъ, меньше или 
болыпе суммы квадратовь другихъ сторонъ, смотр» по тому, 
будеть ли противулежапий уголь прямой, острый или туцой. 
Отсюда сл$дуетъ обратное предложеше: 

Уюл5 преуюльника окажется прямым, острымь или 
пуиымь, смотря по тюлуу, будеть ли квадрат противолежа- 
цей стороны фавенз, менше или болыше суммы квадратов 
друиись сторонз. 

Примфры. 1°. Стороны тр.-ка АВС (черт. 159) суть: а==5, 
<=3. Такь какъ 5*=4?--3*, то уголь 4 прямой. 

2°. а==8, 6=17, с=4. Такь какь 8 < 7?-- 4, то уголъ 
4 острый. 

3°. а=8, 0=5, с=4. Такъ какь 8? > 5*-- 4*, то уголь 
А тутой. 

9* 
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за. Вычислеще высотъ треугольника по его сторонамъ 
Обозначимъ высоту, опущенную на 


А сторону а тр.-ка АВС, черезъ #, 
Чтобы вычислить ее, предварительно 
изъ уравнетя: 
[о , 
Ро — ас 
находимъ отр$зокь основаня с’: 
С 
в “ Б = +в 
Черт. 159 2а 


ПослЪ чего изъ Л АВГ опредвляемъ высоту какъ катетъ: 
_ ем. * 
й, — \/е— (| +2 Г) ) 


2а 
Такимъ же путемъ можно опредфлить высоты № и №, 
опущенныя на стороны фи с. 
12. Теорема. Сумма квадратовь длоналей параллело- 
зрамма равна суммъ квадратовь ео сторонб. 
Изъ вершинъ В п С паралле- 
В С лограмма АВСЛ опустамъ па осно- 
ван! 4.7) перпендикуляры ВЕи СЕ. 
Тогда изъ тр.-ковь АВ. и АСР 


находимъ: 
Вр*—=АВ*-АР*—2АЛ.АЕ 
Черт. 160 А С*— АД*-- Ср--2АР.РЕ 


Прямоугольные тр.-жи АВЕ и ОСЁЕ равны, такъ какъ 
они имфютъ по равной гипотенуз и равному острому углу; 
поэтому АЁ—=ОРГ. Замфтивъ эт0, сложимъ два выведенныя 
выше равепства; тогда подчеркнутые члены сократятся. и мы 
получимъ: 


ВО" АС*—=А ВА? АТ Ор=АВ-АГ- ВСС 

213. Вычислене медганъ треугольника по его сторонамъ. 
Пусть даны сторопы тр.-ка 4ВСО (черт. 160) и требуется вн- 
числить его медану ВН. Для этого продолжимъ ее на раз- 


*, Ниже, въ $ 278, будетъ дана болЪе простая формула для зысоты. 
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стояше НО=ВН и точку Ш) соединимъ съ А и 0. Тогда 
получимъ параллелограмиъь АВСО (99,2). ПримЗняя къ нему 
предыдущую теорему, найдемъ: 
ВО'=2АВ*-|-2В0'— 40? 
сё. ВНЕ, ВОЕМАВ?--2 ВФ АС" 


эл. Вычислене дтагоналей вписаннаго четыреугольника. 
Обозначимъ стороны вписанлнаго четыреугольника АВСШ че- 
резъ &, 6, с, Ч и его дагонали 
черезь х и у. Проведемь АК || 
ВСя СГ! АБ. Тахъ какъ сумма 
противоположлыхь угловъ виисан. 
четыреугольника равна 24, то если 
уголъ В острый, уголь О должелъ 
быть тупымъ; поэтому изъ тр.-ковъ 
АВС и АПО можемъ написать (208, 
209): 

7=а--?—95.ВЕ [1] 

я=е--Ф--24.ОТ, [2] 

Прямоугольные тр.-ки АВЕ и СОГ подобны, такь какъ 
они содержать ио равному острому углу (углы В и СОЕ 
равны, потому что каждый изъ нихъ служить дополнещемъ 
до 24 кь углу АДС). Изъ подобя ихъ выводимъ: 

ВЕ: 4==ЭГ: с 
откуда ВЁ. ‹=0Т.. а [3] 

Тазимъ образомъ мы получили три уравневя съ тремя 
неизв стными х, ВК и ОГ. Чтобы исключить ВК и ОГ, 
уравняемь въ первыхъ двухъ равенетвахъ послфдее члены, 
для чего умножимъ равенство [1] на с@, & равенство [2] на 
6. Сложивъ зат$мъ результаты и принявъ во внимаше ра- 
венство [3], найдемъ: 

(аб--са)7—аса-РНУса-Ес‘аб-Р Фа 


Черт. 161 


=ае (аа ве) Не-а) 
= (ас-Ръааа-Нъс) 
Откуда = (ас-+ь4)(аа--5с) 


аф-- са 
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Замтимъ, что въ числител$ подкорепиой величины пер- 
вый множитель есть сумма произведенй противоположныхъ 
сторолъ, а второй — сумма произведешй сторонъ, сходящихея 
въ копцахъ опредвляемой дагонали, знамепатель же пред- 
ставляеть сумму произведенй сторопъ, сходящихся въ кон- 
цахъ другой дагонали; поел$ этого мы можемъ, по аналоги, 
написать слЗдующую формулу для дагонали у: 


у— МЕДИК 
— вас 
245. Сл5детые 1°. Произведене блоналей вписаннало 
четырелольника равно суммъ произведен противополож- 
нылё стороне. 
ДЪйствительно, перемноживь формулы, выведенныя для 
х и для у, получимъ: 


ду—\/(ас--6а ’=ас-НЬа 


Это предложене изв 6тно подъ именемъ теоремы Птоломея. 

2а8. СлБдестве 52°. Отношение дюналей вписанчалю 
четьрелольника равно отношеню суммы произведений сто- 
фон, стодящихся вь кончать первой Фолонали, кь суммъ 
произведен сторонз, стодящихжся в5 концах второй Яаю- 
нали. 

ДЪйствительно, раздливъ т% же дза равенства, найдемъ: 


(+6 2 аЧ-+6е *) 


(25+ +4) - ар са 


Эти два отн удобны для запомипан!я; изъ нихъ мож- 
во, обратно, вывести формулы для х и дла у (персмножен!- 
емъ или дВлевшемъ равенствъ, опредЗляющихь ту и у. 

217. За‘ача. Ло двумь сторонамь а. и $ трелольника АВС и радусу 
К отисаннато #рула вычислить треною сторону х реуольника. 

Проведя даметрь СР и хорды АР и В7), получиль вписанный 


четыреугольникь АСВЬО, вь которомъ ОС—2 А, Ар=У 052 - АабЗ= 


*) Иззоженный способъ вычисления дагоналей липеанного четыреугольника 
сообщеиь намъ 1. Попруженко (инспектором Ненлюевскато Оренбургского 
корпуса). 
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—И4?—Ь(изь прямоугольнаго тр.-ка АСР) и ВО=У 720— ВС9= 
—И4— « (изъ прям. тр.-ка ВСЛ). 
Прим$нля къ этому четыреугольнику теорему Птоломеи, будемь путь: 


215-—аУ 4 2—4 


откуда легко найдемъ х. 

Задача будеть ныЪть другое ршеюже, если 
предиоложимъ, что сторопы а и 6 лежать ло 
одну сторону отъ центра. Примфняя къ этому 
случаю теорему Птоломея, мы получямъ слфдую- 
цее уравнеше: 


2 ПШ 


ФАЗ. Теорема. Если черезь одну в Черт. 162 
ту же точку внуири круга провейены нъсколько хорд5, то 
произведеме двух оп7ьзковь каждой хорды есть величина 
постоянная. 

Пусть черезъ точку М проведены 
18$ хорды АБ и СО: требуется дока- 
‚зать, что 


А. МВ=РОМ.МС 


Прозедемъ вспомогательныя хорды АС 
и ВО; тогда нолучимъ два тр.-ка 4 МС 
и АМД, которые подобны, потому что 
углы 4 и С одного изъ нихъ равны 
соотвтственно угламь Ри В другого 
(какъ углы виисанные, опирмолцеся на 
одну и ту же дугу). Изъ подобы ихъ выводамъ: 


Черт. 163 


АЛЕ: М)Л=ОМ:МВ 
Откуда: АМ. МВ=ОМ.МО 


за. Теорема. Если черезь одну и ту же точку внь 
®руза проведены нтъсколько спкущихь и касательная, то: 

1°, произведене каждой съкущей на ея виъшнюю часть 
веть величина постоянная; 

2°, эта постоянная величина равна квадрату касательной. 
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Пусть черезъь точку М проведены дв сВкущя МА ж 
МВ и касательная МС; требустея доказать, что 


МА.МА,=МВ.МВ,=МС* 


1° Проведемъ вепомогательныя хор-- 
ды АВ, и БА,; тогда получим тр.-ки. 
МАВ, и МА В, которые подобны, 
потому что у нихь уголъ М общий, а, 
углы Аи В равны, какъ вписанные, 
опирающцеся на одну дугу. Изъ подо-- 
б1я ихъ сл$дуетъ: 


МА: МВ=МБ, :ЗГА, 
Откуда: МА.МА=МВ.МБ, 


Черт. 164 2°. Проведемъ вспомогательныя хо]-- 

ды В,С и ВС; тогда получимъ два. 

тр.-ка МВС и МБВ.С, которые подобны, потому что у нихъ 
уголь М общ, и углы МСВ, и СВМ равны, такъ какъ 
каждый изъ пихъ измфряетея половинкою дуги В,С, (155; 
163). Возьмемъ въ Л МВС стороны МВ и МС; сходствен- 
ными сторонами въ ^ МВ,С будуть МСи МВ,; поэтому: 


МБ:МС-=МС:МБ, 
Откуда: МВ.МВ,—=М С? 
Значитъ: МА.МА.=МВ.МВ,=М С°. 


Ф2Ф. Теорема. Произведене двухь сторонь тоеулольника равно: 
19, произведено Чаметра отисаннало кру-- 
14 на высоту, проведенную кь третье сторон; 
27, квадрату биссектриссы лла, заключен- 
назло между этими сторонами, сложенному с 
произведейемь отръьзковь третьей стороны. 
10 Обозначимъ стороны тр.-ка АВС че- 
/\ № Г резь а, бис, высоту, опущенную на сторону 
С а, черозъ Ла, а радцусъ описаннаго круга че 
резъ А. Проведемь цаметръ 4) и соедивимъ 
О с- В. Тр. ки АВО и АЕСиодобны, потому 
о что углы Ви Е ирямые и О—С, какъ углы- 
Черт. 165 внисанниые, оцпраюнцеся ина одну и ту же 
дугу. Изъ подоб1я выводимъ: 


С:Рв —9 8:6 
Откуда: $е—2 В.о 01, 
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20 Обозначимъ биссектряссу угла А черезЪ х (черт. 166). Продолжимъ. 
ее хо перссченя съ описанною огружвостью въ точкЪ (эта точка лежитъ 
въ средниЪ дуги ВС, такъ какъ углы ВАЕ и ЕАС, но условю, равны). 
Тр.-ки АВЕ и АДС похобим, похому что углы при точк® А равны по 
условю, и С—=Е, какъ углы вписапные, оппрающеся на одну дугу. Изъ 
лохоб1я ихъ слФдуетъ: 


с: А:Ф; откуда 56—ею АЕ 
или 66—(-+ЛШЕ)—5+о.)Е 
Но «РЕ=ВГ.ЛС (218) 
Поэтому 6—2+ВЛ.0С [2} 


Ф2Ё. Вычислене рад!уса описаннаго 
Круга и биссектриссъ угловъ. Изьравенст- 
ва [1] предыдущаго тараграфа находим: 

=. 

Бели вставимт, ва мЪсто №‹ выражеше, найденное для высоты рань- 
ше (211), хо иолучимт формулу, опредфхяющую В въ зависимости отъ 
аонс. 

Изъ равенства [2] того же параграфа выводимъ: 

«2—1с- Вр.ЛС 

Отр$звки ВР и РС можно найти изъ пропораи ВР:РО—е:6 (198); 

откуда: 


Черт. 166 


ВРС Фе ВОЕЬС_ф+4е 


вое рать 
Замфтивт, что Вр+ЛО—а, получим: 
во= рог 
ре +6 


а? фе ре 
Сад. ооо +е—а Еоое+еноа-не а) 


Это виражете можно упростить, есхн обозначииъ периметръ тр.-из, 
т.е. а+6-с, черезъ 2р; тогда ое —а—2р^—2а—2(р—а) и 


У юрф-а) 


ГЛАВА ТУ. 
Поняте © приложени алгебры къ геометрии, 


222. Задача. Данную конечную прямую раздълить въ 
среднемь и крайнем отношени. 
Эту задачу надо понимать такъ; раздЪлить данную пря- 
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мую на ташя дв$ части, чтобы большая изъ нихъ была сред- 
пею пропорщанальною между всею лишей и меньшею ея 
частьто. 

Задача, очевидно, будеть рФштепа, если мы найдемъ одпу 
изъ двухъ частей, на которья требуется раздВтить данную 
прямую. Будемъ находить большую чаеть, т.-е. ту, которая 
должна быть среднею пропоршональною между всей лишей 
и мепьшею ея частью. Предположимъ сначала, что р?3чь идетъ 
не о построенми этой чаети, а только объ си вычислении. 'Тог- 
да задача у$шается а-имебраически такъ: если дливу данпой 
прямой обозначимъ а, а больмей ся части 5х, то дляна дру- 
гой части выразится а—т, и соглаено требованию задачи мы 
будемъ имфть пропорцию: 


ФЕИ 
откуда: 2? —=а(а— <) 
ИЛИ я-а — а =0. 
Рётивъ это квадратное уравнев!е, ваходимъ: 


Иона ноя 


Отбросивъ второе рфшеше, какъ отрицательное *), возь- 
мемъ только первое, положительное, рёшеше, которое удоб- 
пЪе представить такъ: 


а 
1 = \Д (5 | --“’— 5 [1] 
Чтобы убфдиться, годитея ли это  эущеню для предложен- 


ной задачи, пеобходимо показать, что величина х, меньше а. 
Въ этомъ легко Убить, преобразуя радикалъ такь: 


\/($)- уе /ч Е а 5 


р а й — ‹ , 
Гавь какь \/5<3, то 5 < а, и потому разность 


а г а 8 1, 
5—5 меньше разпости --а— 54а, т. ©. меныше а. "Га- 


*) Не трулмо бнызо бы показать, что отряйлтезьное р®шензе, бузучи лаято 
со знакомъ -р, дпетъ отвЪтъ на изуфненпую задачу: данную Прямую а ирьдол- 
жить на столько (на х), чтобы продолжеме было средней пропоршональной 
меокду а ца». 
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кимъ образомъ, мы прежде всего видимъ, что задача осезда 
возможна и иметь только одно рфшеве. №сли бы пвамъ те- 
перь удалось построить такую прямую, которой длина вы- 
ражается формулой [1], то, нанеся эту длину на данную 
прямую, мы раздзлили бы ее въ среднемъ и крайнемъ отно- 
шен!и. Итакъ, вопросъ сводится къ построено форлиумия |1]. 


Газематривая отдЗльно выражете \/ (=) , мы замЗ- 
чаемъ, что оно представляеть собою длину гипотепузы такого 
прямоугольнагто тр.-ка, у котораго одишъ катетъ равенъ а, 
& другой "/. Построивъ такой тр.-къ, мы найдемь прямую, 
выражаемую формулой \/ (+) - @. Чтобы получить зат®мъ 
длину т, достаточно изъ гипотенузы построеннаго треуголь- 
ника вычесть °/,. 

Такимъ образомъ, построев1е можно выполнить такъ: 

ДФлимъ дазную прямую А.В пополамъ р 


. О 
ВЪ ТОЧКВ С. Изъ копца В возстаповля- Е 
емъ перпепдикуляръ ВЛ и откладызаемъ 
на вемь ВР= ВС. Соедививъ А съ О, ем. 
А В 
получимъ прям. тр.-къ АВДО, у котораго @ 


катеть 4В-а, а другой катеть ВО="/,. Чорт. 167 


Слфд., его гипотенуза 4.1) равиа \/ (=) -- @. Чтобы вычесть 


изъ гипотелузы длину “/,, опишемъ изъ О, какъ центра, ду- 
ту радусомь ОВ-==“/,. Тогда отрззокь АЕ будеть равенъ 
\/ (5) + а*—-5 1.-е. будеть равенъ х,. Отложивъ АЁ ив 
АБ (отъь А до С). получимъ точку (, въ которой АВ раз- 
дВлится въ среднемъ и кзайнемъ отношеши, 

223. Алгебраическй способъ рёшеня геометр. задачъ. 
Мы р®шили предложенвую задачу путемъ приложеня чпебры 
хз зеометрли. Этотъ весьма плодотворный пруемъ состоитъ 
въ слБдующемь: сперва опредфляютъ, какую лин должно 
отыскать, чтобы можно было р№шить задачу. ЗатЗмъ, 0боз- 
начивъ данных лини буквами а, 0, с...., а искомую буквою 
т, составляють изъ условй задачи и извзетныхь теоремъ 
Уравнеше, связывающее искомую лишю съ данными: получен- 


—- 149 — 


ное уравнене рфшають по правиламъ алгебры. Найденную. 
формулу изсиьдують, т. е. опредЪляютъ, при всякихь ли 
задашяхъ эта формула даеть возможныя рфшеня, или только 
при пзкоторыхъ, и получается ли одпо ршене или нЗеколь- 
ко. ЗатВмъ строять формулу, т. е. находять построешемъ 
такую линию, которой численная величина выражается этой 
формулой. 

Такимъ образомъ, алгебраичесай премъ рзшешя геомет- 
рическихь задачъ состоитъ изъ слздующихъ 4-хъ частей: 1°, 
составлене уравнепя, 2°, уъшеняе ео, 3°, изсльдоване по- 
лученной формулы и 4°, построене ея. 

Иногда задача приводится къ отысканшо н$еколькихъ ли- 
нй. Тогда, обозначивъ ихъ буквами х, У, г...., стремятся 
составить столько уравнетй, сколько неизветныхъ. 

224. Построене простфйшихъ формулъ. Укажемь про- 
стзйпя формулы, которыя можно построить посредствомъ 
циркуля и линейки; при этомъ будемь предполагать, что бук- 
вы а, В, с.... означмоть данныя прямыя, а х искомую. Не 
останавливаясь па такихь формулахъ: 


х—=а--ь--с, т=а— 0 т=23а, За..... 
построеше которыхъ весьма просто, перейдемъ къ ся$дующимъ: 


а а 2 
1. Формулы: = )›з».... 1=—а.... строятся посред- 


ствомъ дзленя прямой а ва равныя части (65,7, 101) и за- 
тЪмъ, если нужно, повторемемъ одной части слагаемымъ 
2, 3.... раза. 


аб 

2. Формула т=-_ представляеть собою четвертую про- 
порщманальную къ прямымъ с, аи 6. ДЪйствительно, изъ 
этого равенства выводимъ: 

сх— аб; откуда с:а=6:х. 

СлЗд., х найдется способомъ, указаннымъ выше (196) для 
построения 4-ой пропорщанальной. 

; ей . 

3. Формула 1=— выражаеть четвертую пропорщональ- 
ную къ прямымъ 6, с иа, или, какъ говорятъ, иретью про- 
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пориланальную къ прямымъ Би 4. ДЪйствительно, изъ дан- 
наго равенства виводимъ: 
5х — а’; откуда ф:а=а:т1, 

СлЁд., х найдется тзмъ же способомъ, какимъ отыски- 
‘вается 4-я пропорщанальная (прямую @& придется откладывать 
два раза). 

4. Формула х=\/аб выражаеть среднюю пропорщаналь- 
ную между а и $. ДЪйствительно, изъ нех выводимъ: 

7—0; откуда а: 1=%:6. 

Сл$д., х найдется способомъ, указаннымъ раньше дла 
построешя средней пропорщюональной (203). 

5. Формула х=\/а’ -- № выражаеть зимотенузу прямо- 
угольнаго тр.-ка, у котораго катеты суть аи 6. 


6. Формула 2==\/а? —{? предетавляеть кажетъ прямоуг. 
тр.-ка, у котораго гипотенуза есть а, а другой катеть 6. 
Построеше всего удобнЪе выполнить такъ какъ указано въ $8 158. 

Указанныя формулы можно считать основными. При по- 


мощи ихь строятся боле сложпыя формулы. Напр.: 
адса „ 
7. *= Е Разобъемь дробь на множителей такъ: 


са. ь 
в=°. 7-7 И Положимъ, что -` =. Тогда К найдемъ, какъ 


4-ю пропорщанальпую кь с, аи. Найля №, будемъ имЪть: 


г=% . <. Положимъ, что и —1. Тогда { найдемъ, какъ 4-ю 
пропорщанальную къ лишямъ р Ки с. Найдя [, будемъ имть 


©= С: слфд., х есть 4-я пропорщанальная къ 0, [и 4. 


Подобнымъ образомъ строятся также и формулы вида: 
ас... Ш Зы 
он И бр 
т. е. тая формулы, въ которыхъ числитель и знаменатель 
представляютъ яроизведеще линейныхъ множителей (т.-е. буьвъ, 
означающихь лини), причемъ числитель содержитъ этихъ мпо- 
жителей на одинъ больше, чЪмь знаменатель. 


р. 
8. —а = Подведя а подъ знакъь радикала, получимъ: 
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Отеюда видимъ, что х есть средняя пропорщанальная меж- 
ду прямыми ди */а. 


——_—_ 


Х найдется, кажь гипотенуза прямоуг. тр.-ка, у котораго ка-- 
теты суть 4 и 6. Построивь А, положимъ, что А — с 2, 
Тогда { найдется, какъ катетъ такого прям. тр.-ка, у кото- 
раго гипотенуза есть А, & другой катехъ с. Построивъ [, бу- 
демъ имфть: х=— /2-- 4. Слфх., х есть гипотенуза тр.-ка, 
у котораго катеты суть [и 4. 
10. += /+—5'. Положимъ, что 
а‘ ==Ф3у, т.е. у. в.а 
‘В Ь 
Отеюда видно, что у найдется посредствомъ троекратнаго 


Выражеше \/Ф(у— 65) представляеть линшю, которая есть 
средняя пропорщанальная между 6 и у— 0. Пусть эта лимя 
будеть №. Тогда х==\/0; зпачить, х найдется, какь средняя 
пропориапальная между фи А. 

Ограничиися этимп ипримфрами. Замтимъ, что подробное 
разсмотр$ ше способовъ построевя алгебраическихь формуль 
приводить къ слВдующему важному выводу: 

помощью циркуля и линейки возможно строить только 
таня алмебраичесяя выраженя, которыя или вовсе не со- 
держать радикалов, или же содержать радикалы сё пока- 
зателемь 2, 4, 8...., т. е. сё показателемь, равиыме сте- 
пени 2-т5. 


УПРАЖНЕНИЯ. 


Доказать теоремы: 


189. Прямая, проведенная черезт средины основаййЙ хранецш, иро- 
ходить черезь точку перес$чен!я непараллельныхь сторонь и черезь 
хочку нперес$чещя дагонахей. 

190. Если два круга касаются пзвнф, го часть вишней общей каса- 
тельной, ограничецная точками каеашя, есть средяяя пропорщанальнак 
между маметрами круговъ. 
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191. Сумма квадратоль стороиь треугольника равна утроенной суми$ 
квадратовь разстоян! точки пересфчешя межаит, отъ вершин треуголь- 
ника ($ 212). 

192. №ели въ прямоугольный тр.-къ АВС вииеать квадрать ДЕЁГС 
такъ, чтобы сторона ДА совиадала съ гииотепузой ВС, то эта сторона. 
есть средняя прокорщшапальная между отр%№зками гинотенузы ВО и ЕС. 

193. Если дв консчныя пряммя АВ и СЛР пересекаются (хотя бы и 
ири продолжен) въ точк Е такъ, что 

ЕА. ЕВ-— ЕС. ЕР 
то точки 4, В, Си Ш) лежать на одной окружности (эта теорема обратна, 
изложенным въ 6$ 218 и 219). 

194. Дана окружность О и дв точки А и В виф ея. Черезъ эти точки 
проведепы пБеколько окружностей, перееБкающихъ окружность О, или 
касающихся ел. Доказать, что вез хорды, соединяющя точки перес$че- 
ня каждой изъ этнхь окружносчей съ окружностью О, а также и общ 
касательныя, сходатся (при продолжеши) въ одной точкЪ. лежащей на, 
продолжении ирлхой АВ. 

195. Осповываясь на этомъ, вывести способъ построеш1и такой ок- 
ружпости, которая ироходить черезь 2 данных точки 4 и В и касается, 
данной окружности О. 

196, Даны два каще-нибудь круга на илоскоски. Если два радуса 
этих круговь квакутся, оставаясь иостоянно параллельными, 10 яря- 
мал, проходящаи черезь концы ихъ, поресфкаетъ лив1ю центровъ всегза 
ВЪ одной точк$ (эта точка наз. центромь подобя двухъ круговь). 

197. Медана тр.-ка дфлить ипополамь вез прямыя, проведевныя 
внутри тр.-ка параллельно той сторон, огносижельно которой взата 
медлана. 

198. азы три прямыя, исходяния изъ одной дочки. Если по одвой 
изъ пихъ увижетея какан-пибудь точка, то разстолил ея отъ двухь дру- 
гихь ирамыхь сохраняюлъ весгда одко и то же отпошенио. 

199. Еези двЪ окружпосги копцентричесмя, то сумма квадратовт, 
разстояшй всякой точки одной изъ пихъ оль коцковъ какого угодно д1а- 
метра другой есть величина носхояпвая (8 212). 

20. Если изь трехъ верицигь тр.-ка и из точки пересфчел1и его 
медлайь опуслимъ перпендикуизры па какую-нибуль вифшнюю прямую, 
то послБлнай изъ 4-хь перпендикуляровъь равенть третьей части суммы 
первыхъ трехъ. 

201. Юели соединимъ прямыми осповащя трехъ высот'ь вакого-нибудь 
гр.-ка, то образовавшееся при этомъ 3 тр -на у вершииь дачнаго подобны 
ему. Вывести отсюда, что для зр.-ка, имфющаго сторопами прямых, со- 
единяюция основия знсоть дапнаго гр.-ка, эти высоты служатъ бис- 
бевктриссами. 

202. Дламетръ АВ даппой окружности продолженъ за точку В, Черезь 
какую-нибудь точку этого иродолжев!я проведена пеопред$ленная прлиоя 
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©: АВ. Если произвольную точку М этого перпендикуляра соединимъ 
съ А, то (обозначивъ черезь 41 вторую точку иерес$чешя съ окруж- 
ностью этой прямой) произведеше 4М. АА: есть величина постоянная. 


Найти геометрическя иЪста: 


203. — срединъ вефхъ хордъ, проходящихъ черезъ данлую точку ок- 
ружности, 

201. — точекъ, дФлящихь въ одпомт и томъ же отношении т: ® вс 
хорды, проходящая черезъ данную точку окружности. 


205. — точекъ, которыхъ, разстоящ1я отъ сторонъ дапяаго угла им?Т- 
зотъ одно и то же отпошеще тж; я. 
206. — точекъ, для которыхъ суммэ квадратовъ разстояв!й отъ двухъ 


ханныхь точекъ есть величина ностсянпал (8 212). 

207. — точекъ, дял которыхъ разпость квадратовъ разстоявй отъ 
двухъ данныхь точекъ есть величина постолнная. 

208. — точекъ, изъ воторыхъ кисательныя, проведенныя къ двумъ 
даннымь окружностямъ, разным (это геомегр. мфсто есть нрямая, перпен- 
дикулярная къ лиши цептровъ; она наз. радикальното осою двухъ 
круговъ). 

209. — точекъ, дБлящихъ въ данномъ ознощени т: всЪ прямыя, 
соедипаюния точки окружности съ данною точкою О (лежаллую внЪ или 
внутри окружности). 

210. Даны двф извнф касаюнаяся окружности. Черезъ точку касапия 
_А провохятъ въ окружностяхъ дв иерпендикулярпыя хорды АЗ и 4С. 
Концы ихъ Ви С соединяютъ прямой. Найти геометр. м$сто точек, 
дфтящихл, ВС въ данномъ отношение : п. 

211. Данный уголъ вращаетел вокругъ своей вершивы. Ча сторонах 
его, отъ вершины, охклахываютъь перемфиныя длииы, но которыхъ отно- 
шез1е постоянно. Если конецъ одвой стороны описываетъ данную но по- 
ложелно прямую, какую линио овишеть другой конець? 


Задачи на постооенте: 


212. Черезь точку, данную внутри или внф угла, провести прлмую 
хакъ, чтобы части ея, заключенных между этой точкой и сторовами угла, 
имфхи даяное отрошене ж : я. 

213. Найти въ треугольник такую точку, чтобы перцендикуляры, 
опущенныя изъ нея на стороны, находились въ дапномъ отношени 
т:п:р (см упрашнене 205). 

214. Построить тр.-къ по углу, одной изъ сторонъ, прилежащихь къ 
нему ц отпошеню этой стороны къ трельей еторовВ (сколько р 
щей ?). 

215. То же—цо углу при вершин, оспованю и отиошеню его къ 
одной изъ боковыхь сторояъ. 

216. То же—но высот%, углу при вершин и отношеню. отруфзковъ 
основан1я. 
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217. То же—ио углу при вершин, основанйю и данной на основак 
точкЪ, черезъ которую проходитъ биссектрисса угла при вершпи$. 

218. То же—по двумъ угламь и суям$ или разности основашя съ 
высотою. 


219. Постронть равнобедренный тр.-къ по углу при верщин$ и сум- 
м основаня с высотою. 


220. Вциеать въ данный кругЪ тр.-къ, у котораго канвы: основан!е и 
отпошен1е двухь другихь сторопъ. 

221. Виисать въ дапный круг тр.-къ, у котораго даны: основаше 
и медана отпосительно одной изъ нелзвфстныхь сторонъ (см. упраж- 
кеше 203). 

222. Винсалть квадрать вь данный сегментъ такъ, чтобы одна, его сто- 
рона лежаза на хордф, а вертины противолежащихъ угловь на дугБ. 

223. Вписать квадрат въ данный тр.-кь такъ, чтобы одна сторова 
его лежала на основаши тр.-ва, а веришиы противолежащихь угловъ на 
боковыхь сгоронахь %р.- ка. 

224. Въ данный треугольникъ вписать ирамоугольникь (см. ирод. за- 
дачу), у котораго стороны относились бы, какъ т: я. 

225. Около даниаго квадрата описать тр.-къ, подобный данному. 

226 Дана окружность и на пей хвЪ точкн Аи В. Пайти ина этой 
окружностк третью точку С, чтобы разстоящшя ел отъ А и В ваходклись 
въ ланномъ отношении. 

227. Па даппной прямой пайтп точку, которая одинаково была бы уда- 
лена отъ другой дапной прямои и данной точки, 

228. Построить тр -въ но двумъ сторонам и биесектрнсс$ угла между 
ними (см. черт. 151. Спачала находимъ прямую ОЕ изъ пропорщи АВ: ЕС 
{т.-е. ВС) = ВО: ПЕ: залмь серсимь ВСЕ;,...). 

259. Построить прямую х, которая отпосилась бы въ каппой прямой 
эп, какъ #2: 0? (ви данния прямын). 

230. Найти внф даннахго круга такую точку, чтобы касательнаи, про- 
ведепная изъ нел к» этой окружпости, была вдвое мензе сЪкущей, про- 
веденпой изь элой же точки черезь цеятръ (приложешемт адг. къ геом). 

231. Черезь данную вн окружности точку провести такую сЗкущую, 
которая раздблилась бы этою окружкпостьо въ данпомъ отношение (прил. 
«лг. къ геом.). 

232. Построить тр--к% ино тремь его высотамъ 11, Ва и й. (Иредва- 
рительно изь подоб:я ирямоуг. тр. ковъ надо доказать, что высоты об- 
ратио пропориаамальны соохвЪгствующимь сторонамъ. Если стороны, на 


которыя опущены выеоты й,, А) и йз, обозпачимъ соотзфтетвенио черезъь 
1, т) и х., то 


п #1 йа 
= йа: й ТР Й 2 
23: В Тр, т 
№: 
огкуха 2] : 20: 73: м: Ги 


А. И. КИСЕЛЕМЬ, 16 
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. НЙ . 
Выражене 7-2 есть четвертая пропорщанальная къ #., йо и Я;. Пост- 
8 


А.В 
роивъ ее, мы будемъ ныть три нрямыя: 15, и >, которымт, яскомых сто.. 
Е 


ропы прокорщанальны; значить, тр.-къ,. нифющй эти прямыя сторопами, 
будеть лодобень искомому, и иотому воирось свелетсл къ лостроеню та- 
кого тр.-ха, который, будучи подобенъ даниому, им$аъ бы дапную вы- 


‹ пя 


незьзя построить треугольникъ (49). 


Задачи на вычислене: 


233. По даипому основаню а и высот # остроугольнаго хр.-ка вы- 
числить сторову х квадрата, впиеаннаго въ этотъ хр.-къ такъ,„ чтобы 
одна сторона квадрата лежала на осповаши тр.-ка, а двЪ зершилы квад-- 
рата па боковыхь сторонахь тр.-ка. 

234. Стороны гр.-ка суть 10 Ф., 12 ф. и 17 ф. Вычиелить охрфзки 
стороны, равной 174$, па которые опа дЪлится бисвектриссою противо- 
зежащаго угха. 

285. Периеядикуляртъ, опущенный изь веришны прямого угла на ги- 
потенузу, дълить се па два отрфзка # м п. Вычислить катетн. 

236. Вычислить высоту тр.-ка, опущенвую па еторону, равную 20, 
если хвЪ друмл стороны суть 12 и 15. 

237. Вычислить меманы тр.-ка, которато стороны суть а=5, В==7 
и в =9 

238. Въ тр-вк$ АВС стороны суть: АВ=7Т, ВЫ Би 40—10. 
Опредфлять, какого вида уголъ 4, и вычиелить высоту, опущенную изъ 
вершины В. 

239. Изъ точки внф круга проведены касательная @ и сЗкущая. Вы- 
игелить длинну сфкущей, зная, что охвошея:е внфиипей ея части къ впут- 
ренней равно т: я. 

240. Кл двумъ кругамъ, которыхтъ ращуеы суть В и», а разстоян!с 
между цептрами 4, проведена общая касательная. Опред$лить вычисхле- 
щемь положеше хочки перес$ченя этой касательной съ линей центров” 
во 1, когда эта точка дежитъ но одну сторону от центровъ, во 2, когда. 
она расположена между ними. 


ГЛАВА Гу. 
Правильные мНогоугольники, 


225. Опредблещя. Ломаная лишя наз. правильной, если 
она удовлетворяеть слБдующимь тремъ условямъ: 1°, отрЪзки 
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"рямыхъ, составляюцие ее, равны, 2°, углы составленные каж- 
дыми двумя сосфдними отр3зками, равны, и 3°, изъ каждяхъ 
трехъ послздовательныхь отр5зковъ первый и трет! раепо- 
чожены по одну сторону отъ второго. 


С С 
М 
Г, 
А 
Е 
М у В, 
Е П 


Черт. 168 


Таковы, напр., лини АВСОЕ и Е@НАТ.; но ломаную 
МИРОВ нельзя назвать правильною, потому что она че 
удовлетворяетгь третьему условю. 

Правильная ломаная можегь быть выпуклой (33), какъ 
напр,, лимя АВСЬЕ. 

Многоугольникъь наз. нравильнымь, ёели онъ ограниченъ 
замкнутою правильною ломаною лишей. ‘Таковы, напр., 
квадралъ, равностороннй треугольникъ и друше. 


В 


Черт, 169 Черт. 170 


Многоугольникъ, изображенный на чертежВ 169, есть вы- 
пуклый правильный пятнугольникь; мн.-кь чертежа 170 так- 
же празильный пятиугольциекъ, но не выпуклый (зв здчатьи ). 
Мы булемъ разематриваль только выпуклые прав. мн.-ки. 

Слдующая теорема показываетъ, что выпуклые пра- 
вильные многоугольники возможвы съ произвольнымъ числомъ 
сторонъ (ббльшимъ двухъ). 

10* 
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236. Теорема. Если окружность раздълена на произ- 
вольное число равныхь частей (ббльшее двухъ), то 

1°, соединивь хордами каждыя двъь сосъднан точки дъле- 
ня, получим: правильный вписанный мноюуюлнику; 

2°, проведя черезь всьъ точки дълетя касательныя до 
взаимно пересъченя, получим: правильный описанный мно- 
зорольникз. 

Пусть окружность раздзлена на нФсколько равныхъ ча- 
стей въ точкахъ АБС... и черезъ эти точки проведелы 
хорды АВ, ВС... п касательныя ММ, МР..... Тогда: 

1°. Мпог.-кь АВСОЕЕ 6у- 

М В М детъ правильный, потому что вс% 

его стороны равны (кажъ хорды, 

стягивающйя ревныя дуги) и вс 

его углы равны (кахъ виисан- 

пые, опирающиеся на равпыя ду- 
ГИ). 

2°. Чтобы доказать правиль- 
ность описанпаго многоугольника 
МИМРОВ5, разсмотримъ тр.-ки 
АМВ, ВМО ит. д. У нихь 
основаня АБВ, ВС ит.д. рав- 
ны; углы, прилежащие къ осно- 
вашямъ, также равны, потому что каждый изъ нихъ имзетъ 
одинаковую мфру (уголь, составленный касательною и хордой, 
измВряется половиною дуги, заключенной внутри его). Зва- 
чить, вс% эти тр.-ки равпобедрепные и равны между собою; 
& потому ММ=МР=... и МЕМ-=... т.е. мп.-къь МУРОА5 
есть правильцый. 

223. Замфчане. Если возьмемъ средины дугъь АВ, ВС, 
СО.... (черт. 171), то получимь точки, которыя дЗлать окууж- 
ность на столько же равныхь частей, на сколько она раздз- 
лена въ точкахь А, В, (.... Чоэтому, если черезъ эти сре- 
дины проведемъ касательныя до взаимнаго перес$ченшя, то 
получимъ также правильный описапный многоугольникъ; сто- 
роны этого многоугольника будуть параллельны сторонамь 
влисаннаго мн.-ка АВСОЕЕ. 


Черт. 171 
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228. Теорема. Если мнозоуюльникь правильный, то 

1°, 0%040 нео можно описать окружность; 

2°, 65 нео можно вписать окружность. 

1°. Проведемъ окружность черезъ 
кавя-пибудь три сосфдея вершины 
А, Ви С (черт. 172) правильнаго 
мн.-ка АВСШЕ и докажемъ, что опа 
пройдеть черезъ четвертую вершину 
Т. Опуетимъ изъ центра О перпен- 
дикуляръ ОК на хорду ВС и соеди- 
нимъ Осъ Аи Д. Повернемъ четыре- 
угольникъ АВКО вокругъ стороны 
ОК такъ, чтобы онъ упаль на че- Чери. 179 
тыреуг.-кь ОДСК. Тогда КВ пой- рт. 
деть по КС (весл®детые равенства прямыхъ угловь при точкВ 
К), точка ВБ упадетъь въ С (такъ какъ хорда БС дЗлитея 
въ т0очкз А пополамъ), сторона В.А пойдеть по СО (всл$д- 
стые равенства угловъ Ви С) и, наконецъ, точка А упа- 
деть въ ДП (вслБдетвые равенства сторонъ ВА и СО), Изъ 
этого слФдуетъ, что ОА= ОШ, т.-е. точки А и Д одина- 
ково удалены отъ центра; поэтому вершина О должна лежать 
на окружности, проходящей черезь А, БиС Точно такъ же 
докажемъ, что эта окружность, проходя черезь три точки, 
В, Си Ш, пройдеть черезъ слёдующую вершину № ит. д. 

2°. Изъ доказаннаго слЪдуетъ, что стороны правильнаго 
мн,.-ка всегда можно разсматривать, какъ равныя хорды одной 
окружности; но таюя хорды одипаково удалены отъ центра; 
значить, вс№ перпендикуляры ОМ, ОМ..., опущенные изъ О 
на стороны мпогоугольника, раввы между собою, и потому 
окружность, описанная радусомъ ОМ изъ центра О, будетъ 
вписанной въ мн.-кь АВСОЛЕ. 

22. СлЬдстве. Изъ предндущаго видно, что окруж- 
ности описанная около правильнаго мн.-ка и виисанная въ 
него имфють одинъ и тоть же цеатръ. Этотъ общ центръ, 
будучи одинаково удаленъ отъ всфхъ вершинъ мн.-ка, дод- 
женъ лежать па пернепдикуляр®, возстановленномъ изъ сре- 
дины любой стороны, а будучи одинаково удаленъ отъ сторонъ 
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каждаго угла, онъ долженъ находиться на его биссектрисс». 
Поэтому, чтобы найти центръ описаннаго или вписаннаго 
круга, достаточно опредЗлить точку пересБченя двухь перпен- 
дикуларовъ къ срединамъ сторонъ, или двухъ биссектриесъ 
угловъ, или перпендикуляра съ биссекриссой. 

эзо. Опредфленя. Общ! центръ окружности, описан- 
ной около правильнаго мн.-ка или вписанной въ него, наз. 
центиромь этого мн.-ка, ращуеъ описанной окружности наз. 
рафусомь мн.-ка, а рашусъ вписанной окружности — апове- 
мою ето. 

Уголъ, составленный двумя радусами, проведенными къ 
концамъ какой-нибудь сторовы правильнаго мн.-ка, паз. цент- 
ральнымь урломь. Такихъ угловъ въ мн.-кВ столько. сколько 
сторонъ; вс они равны, какъ измВряющеса разными дугами. 

'ГТакъ какъ сумма веБхъ центральныхъ угловъ равяа 44 
или 360°, то каждый изъ пихъ равенъ 44/„ или 360°/,. если 
п означаетъ число сторонъ ми.- ка. 

ЭЗ1. Теорема. Привильные одноименные мнозоуюльники 
лодобны, и стороны ихь относятся, какь радиусы или 
аповемы. 


С р 
В Е 
В 
М 
А Е 
{ерт. 113 


1°. Чтобы доказать подоб1е правильныхъ одноименныхь 
мн.-ковъ АВСРЕР и 4. ВСП. ЕРЕ,, доеталочно обнар\- 
жить, Что у нихъ углы равны и сторопы пропорщанальпы. 
И дЪйствительно, углы равны, такь какь каждый изь нихъ 


180 —_2 
содержитъ одно и то же число градусовъ, а именно ыы 


(85), если п означаеть число сторонъ каждаго мч.-ка; ето- 
роны же, очевидно, пропорцанальны, 
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2°. Пусть О и 0, будуть центры данныхь мн.-ковъ, 
ОА и 0,4, изъ ращусы, ОМ и О, М, —дачооемы. Тр.-ки 
ОАВ и 0,4, В, подобны, такъ какъ углы одного соотвЪт- 
ственно равны угламъ другого. Изъ подобя ихъ стВдуетъ: 


АВ ОА ом 

233. СлЬдстве. Периметры правильныть мнозолольни- 
ковз отпосятсн, как редфусы или аповемы (189). 

233. Задача. Внисеть 5 данный круь квадрать и 
опредьлметь ео сторону в5 зависимости оть радиуса. 

1°, Предноложимь, что АВ есть 
сторона квадрата, виисанваго въ дан- 
ный кругъь О. Тогда дуга АБ должпа 
равняться '/, окружности, и уголь 4ОВ 
долженъ быть ирямой. Поэтому, для 
построешя вписапнаго квадрата, доста- 
точно провести два перлендикуляриыхь 
даметра АС и ВЛ и копцы ихъ 
соединить хордами.  Четыреугольнкь 
АВС будеть правильнымъ, потому 
что луги АВ, ВС, СВ пи ДА равны, какъ соотвзтетвующия 
равнымъ центральнымь угламъ. 

2°. Изъ прямоугольнаго тр.-ка АОВ находамъ: 


АВ? = А0?-- ВО}, т.-е. АВ`=2А0’ 


Черт. 114 


откуда АВ=АОу? 


Уеловимсея всегда обозначать черезь а» численную вели- 
чину стороны прав. вписан. мн.-ка, имБющаго м сторонъ, а 
черезь В раджусь круга; тогда выведенное равенство изобра- 
зитея такъ: 


а: — Ву 


23а. Задача. Блисать в данный круб правильный 
Зиестиуюольникь и опредълить ею сторону в5 зависимости 
‘015 радфуса. 
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Предлоложимъ, что АВ есть сторона прав, вписан. шести- 
угольника. Тогда дуга АВ должна быть !/; часть окружности, 
и, слфд., уголь АОВ долженъ содержать 
60°. Такъ какъ тр.-къ ДОВ равнобед- 
ренный (40=0В), то улы А и В: 
равны и каждый изъ пихъ содержить по 

(180° — 60°), т.-е. по 60°. Такимъ. 
образомъ, тр.-къ 4ОВ оказывается равно- 
угольнымъ и, сл$д., равносторовнимъ, т.-е. 
АВ=АО= ОБ. Итакь, сторони прав. 
впис. шестлиллольника ривни ридйсу, что, 
по принятому нами обозначенно, можно выразить такъ: 


и —= @ 


Отсюда, возвикаетъ весьма простой способъ построснйя прав. 
впие. шестиугольника (или дфлев!я окружности на 6 равныхъ. 
частей): давъ циркулю растворене, равное радусу, отклады-- 
ваютъ этимъ растворешемъ по окружности, одна за другою, 
равныя дуги и точки дФлеюмя соедипяютъ хордами. 

$35. Задача. Бнисать в5 данный круиз правильный тре-- 
лольнигь и опредълить ею сторону въ зависимости оть 
тауса. 


Черт. 115 


1°. Чтобы раздфлить окружность н& 3- 
равиыя части, дЗлять ее сначала на 6 
равныхъ частей (какъ указано въ преды- 
дущей задачВ) и затВмъ соединяють по 
двВ части въ одну. 

Для опред$лешя стороны АВ про- 
ведемъ д1аметръ ВЛ и хорду АД. Тр.-къ 
АВГ прямоугольный при вериши® 4; 

Черт. 116 поэтому 4В—=\/В.0*— АГ’. Но ВО=2 В 

и АД=Е (потому что дуга АД есть. 

\/, часть окружности и, слд., хорда АЛ есть сторона прав.. 
впис. шестиугольвика); значить: 


и =\/(2. 8) — == В 
236. Задача. Вписать вз данный круз правильный де- 
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сятидюольникь ци опредълить ею сторону в5 зависимости ота 
радёуса. 

Предварительно докажемъ одно важное свойство прав. 
десятпугольника. Пусть хорда АВ (черт. 177) будетъ сторона 
такого многоугольника. 'Гогда уголь АОВ равенъ 36°, а каж- 
дый изъ угловъ 4 и В содержить по !/, (180° — 36°), т.-е. 
по 72°. РаздВлимъ уголь А пополамъ прямою АС. Каждый 
изъ угловъ, образовавшихся при точкв А, будеть равенъ 36°; 
слёд., ^ АСО, имЪя два равные 
угла, будетъ равнобедренний, т.-с. 
АС= 60. А ЧАВО также равно- 
бедренный, потому что В=172‘ и 
(==180° — 72 — 36° — 799; елфх., 
АВ= АС= С0. По свойству бис- 
сектриссы угла тр.-ка (198) можемъ 
паписать: 


А0:АВ=0С:0В 1П] 


Черт. 177 


Замфнивъ АО и АВ равными имъ прямыми ОВ и ОС, 
получимъ: 


ОВ: 0С= ОО: СВ [2] 
т.-е. ралусъ ОВ раздЗлень въ точкЪ О въ ереднемъ и край- 
немъ отношени (222), причемъ ОС есть его большая часть. 
Но ОС равна сторонф прав. впис. десятиугольника, значитъ: 
сторона правильна вписапикио десятиуюльниха равна 
большей части радиуса, раздълениео в5 среднемь и краймеме 
отношеняи. 
Теперь задача рЗшается легко. 
1°. ДЪлятъь радусъ круга въ среднемъ и крайнемъ отно- 
шеши (222); затЪмъ, давъ циркулю раствореше, равное ббль- 
шей части рад1уса, откладывать имъ по окружности дуги, 
одна, за другою, и точки дфлевя сосдиняютъ хордами (это- 
поетроеве указано на черт. 177; хорды ДЕ и ОЕ суть двв. 
смежныя стороны прав. 10-угольника). 
2°. Пропорщю [2] можно переписать такъ: 
В: а, =а,: В — а, 
откуда а*, -- Ва, — В? =0 
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ее 


2393. Замфчанй. 1°. Формулы, выведенных пами въ пре- 
дыдущихь задачахъ для, @., а; и 4, позволяють вы- 
числить раднусь описаннаю кра по данной сторонь прив. 
мнозоуюльника. 'Гакъ, изъ выражен, опредфляющаго 4, 
находимтъ: 


7 


__ 2% _ 20 (У 1 и а` 
5 94, (451) 


2'. Чтобы вписать въ данный кругъ прав. пятиугольник. 
дЪлятъ окружность на 10 равныхъ частей (какъ указано выше) 
и точки дзлеюмх соединяютъ чередъь одну хордами. 

235. Задача. Бянсить вь данный криё правиьный 
й мпнадиатинлольни ий. 

Чтобы найти '/,, окружности, достаточно изъ '/, ея части 
вычесть '/‚. Это видно изь сл6д ющаго тождества: 

и 
6 080 30—30 № 

Поэтому, если дуга АВ есть 
/ окружности, & дуга АС есть 
'‹ чаеть ея, то дуга СВ будетъ 
’. окружности, а хорда СВ Ы— 
сторона прав. впис. 15-угольника. 


ВЗычислен1е сторовы СВ можно выпол- 
пить, примфняя теорему Птоломея (215) 
къ четыреугольннку АСВШО, въ которомъ 
АС=ак, СВ=еш:. АР=2Е, АВЕЩЫ 
— В, @Ср=1 412 — @ъ, ВР—=а; (такъ какъ 
дуга равна !/, окружности). 


Черт. 178 


Теорема Птоломея даетъ: 
АВ. СО=Ар. СВ+ 40. ВО 


т.-е. Г } 412 — а? —2Е . @15 - 410 а 
Подетавияь на мЪето ао и а. ихь выраженя, колучимь иоел$ уиро- 


щенй: 
= тв [Ую+3у5—13(И5-— ') 
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239. Задача. (№ данному рафусу круа и сторонъь 
правильналю вписаннаю  мнооуюльника вычислить сторону 
правильиио одноименнио опчсиинало мнолопольника. 


Пусть АВСО... будегь прав. 
вцис. мн.-кь, а ММР... одно- 
именный прав. описанный. Гакъ какъ 
стороны правильныхъ одноименныхъ 
мн.-ковъ относятся, какь ихъ ра- 
дусы нии аповсмы (231), то 


М№: АВ=ОВ: ОЕ 
‚_08.лВ__ ОВ. АВ 
м ОЕ УВ В? 
Обозначивъ ММ, АВ и ОВ соотв%тственно черезъ 6,, 


а. и Ви замВтивъ, чо ВЕ=У, АВ, будемъь имФть: 
Ла» 


Г 02’ 
Уч 
Примёръ. Вычиелимъ сторону прав. олисаннаго 10-уголь. 
ника, 


+12 > р. 
Е" 21 (У5— 1) — 
и 


Черт. 179 


Откуда: 


р, — 


16 — (У5 — 1% 
[87575 _ [6—75)6%) _ | утес 
= — 42 р 

А то р 5У5 6+75)6—%5) 

240. Замфчане. Формула, опредЗляющая 6, позволяетъ 
вычислить и, по давнымъ р, и В. Для эгого стоить только 
оБшить уравнеше, прлнимая &, за неизвЪстнос: 

РИ 2 2 
Ь,’— ""-) — Аи; В = “,’( ++) 


№, 
ав = и "ы 


У: 
И =+* 


241. Задача. Удонть число сторонь правильно впи- 
саннийо мноюуюльника. 
Въ этомъ сокращеннохмъ выражетя ра: зумВются собственно 
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дв задачи: 1°, по данному правильному впие. мн.-ку #п0- 
строить другой мн.-къ, вписанный въ ту же окружность и 
имБюций вдвое боле сторонъ; 2°. вычислить сторону этого 
мн.-ка по данной сторон перваго мн.-ка и данному радусу 
круга. 
1°. Пусть АВ есть сторона прав. 
виис. ми.-ка, имфющаго н сторонъ, 
и О центрь круга. Проведемъ. 
ОСГАВ и соедининь А съ С. 
Дуга АВ дБлатся въ точкВ С по- 
поламъ; сл®л., хорда АС будетъ сто- 
рона прав. впис. мн.- ка, имВющаго 
Черт. 180 2и сторопь. 
2°. Изь 1р.-ка АСО пахо- 


димъ (208); 
А0*= Оф 00—200.0) 


т.-е. ^, = Е-2В. ОР=2В 28.0 


Изъ прямоугольнаго тр.-ка АДО опель калеть ОД: 


ор = И ол О С -( Ув —“ 


Слёд. а, —=ц/28'— И В? _ сы. 


Такова формула удвоеня числа сторонъ прав. впис. много- 
угольник& 


Примфръ. Вычислить сторону прав. впие. 12-угольника: 


а = \/2®—3 гв С /2 —_ Е 
рву вв 


з4з. На сколько равныхъ частей можно дфлить окруж- 


ность помощью циркуля и линейки. Примняя указанные въ 
предыдущихъ задачахъ способы, мы можемъ помощью циркуля 


— 157 — 


и липейки дфлить окружность па такое число равныхъ частей, 
которое заключается въ слфдующихъь рядахъ: 


3, 3.2, 3.23.2.... вообще 3.2" 

4, 4.2, 4.2.2.... вообще 2" 

5, 5.2, 05.2.2.... вообще 5.2” 

15, 15.2, 15.2.2.... вообще 3.5.2” 

Германсюй математикь /’ауссь (умершй въ 1855 г.) до- 

казалъ, что посредствомъ циркуля и линейки можно дзлять 
окружность на такое число равныхъ частей, которое, будучи 
простымз, выражается формулою 2“ -- 1. Напр., окружноеть 
можно раздБлить на 17 равныхъ частей, такъ какъ 17 есль 
число простое вида 9“ 1 (17=2'--1). Доказательство 
Гаусса выходить изъ пред®ловъ элементарной математики. 


На всякое иное число равныхъ частей окружность можеть 
быть раздВлена только приближенно. 


243. Построене правильнаго многоугольника по данной 
сторонЪ. Для различныхъ правильныхъ мн.-ковъ сущессвуютъ 
различные способы. Но можно указать сл6дующИ обийй спо- 
соб». Чертять окружность произвольнаго радуса и вписыва- 
оть въ пее прав. мп.- къ съ такимъ числомъ сторонъ, кото- 
рое должно быть у искомаго мн.-ка; затЪмъ на данной сто- 
ронЪ строятъ ми.-къ, подобный вписанному (190). 


УПРАЖНЕНТЛЯ. 


241. Составить формулу для сторовы празильпаго вписаннаго 2{- 
угольника. 


242. Составить формулы для сзоронъ правильныхъ вписанпихъ 3- 
угольника и 16-угольвлька. 


243. Исхоця изь формулы удвосшя, опредфлить сторону прав. впис. 
5-угольника. 


244. Составить формулы для сторонь правильных описалныхъ тре- 
угольпика и шестиугольлика. 
245, Доказать, что если въ прав. Э-угольпик® ироведемь вс% д1это- 


нали, то онф сволми перес$чеюлми образують внутреный прав. 5-уголь- 
ВИКЪ. 
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246. Пусть АВ, ВС и СДО будутъ три посл довательныя стороны пра- 
вильпато мн. ка, ну$ющого центрь въ 0. Если продолжимъ стороны АВ 
и СР до взаимзнаго пересфчен!я въ точкФ Е, то четыреугольникь ОАЕС 
можеть быть виисанъ въ окружность. 

247. Доказать, что: 18, всяюЙ винеанный равпосторопнй многоуголь- 
викъ есть правильный; 2%, равноугольлый внисанный мн-къ есть пра- 
вильный, когда число сторонъ его нечетное; 3%, всяк онписапный равно- 
угольный мн.-ЕЪ есть правильный; 41, описанный равпосторопн1й ми.-къ 
есть правильный, когда число сторопт его нечетное. 

248. Локазать, что двЁ дагопали иправильнаго 5-угольника, пе исхо- 
дящал изъ одной вершины, пересбкаютея въ среднемь и врайнемь от- 
ношенйи. 


249. На данной сторонЪ построить прав. 8-угольникъ. 
250. Ца дамной сторон построить прав. 10-угольникь. 


251. Ср$зать отъ даниаго квадрата углы такъ, чтобы образовался 
правильный 8-угольникь 


252. Въ данный квадрать вписать равносторони! тр -вЪ, помфщая 


одну изъ его вершинъ или въ вершийЪ квадрата, или съ средин$ кавой 
либо сторони. 


253. Виисать въ равпостороп тр.-къ другой разносторовий хре- 
угозьникъ, котораго стороны были бы периендикуляриы къ сторонам 
даннаго. 


254. Построить углы: въ 18, въ 30, въ 7›, въ 72 градуса. 


КНИГА ТУ. 


ОПРЕДЬЛЕНЕ ДЛИНЫ ОКРУЖНОСТИ И ЕЯ ЧАСТЕЙ, 


ГЛАВА Г. 


Основныя свойства предфловъ, 


ад. Величины постоянныя и перемфнныя. Р.%5шая какой 
либо вопросъ, въ который входятъ н8еколько величинъ, мы 
пногда предполагаемъ, что иЪкогорыя изъ этихъ величивъ 
сохраняютъ одно и то же значене, тогда какъ друмя спо- 
собны принимать безчиелонное множество различпыхъ зпаченй. 
ЦПервыя величины наз. постояниыми, вторыя — неремпиными. 
Такъ, разсматривая зависимость между длиною хорды и сз 
разстоящемъ отъ центра, мы считаемъ рашмусъ круга величи- 
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ною постоянною, & длину хорды и ея разетояве отъ центра— 
велачинами перемФнными. 

245. Величины, стремящя я къ нулю. Если перем нная 
величина, измфипяясь, дЬластся меньше какого угодно малаго 
даннаго значешя и при дальнфйшемъ измфневши постоянно 
остается меньше этого значешя, то говорятъ, что эта пере- 
мВнная величина стремится кь нулю. 

Напр., если изъ одной точки окружности проведемъ ка- 
сательную и сЗкущую (см. черт 97) и затЗмъ станемъ вра- 
щать сфкущую вокругъ точки касашх такъ, чтобы вторах точка, 
лерсс$четя все ближе и ближе придвигалась къ точкВ каса- 
вымя, то при этомъ уголъ, составленный касательною и сЗку- 
щею, будетъ стремиться къ пулю, потому что онь можеть сдф- 
латься меньше какого угодно малаго угла, вапр. меньше угла, 
въ 1’, и, при дальн®йшемъ сближени точекь пересВчевя, 
будетъ постоялно оставаться меньше этого угла. Точно также 
центральный уголъ правильнаго многоугольника, стремится хъ О, 
если число стороиъ этого мн.-ка пнеограпиченно возрастаетъ. 

а. Величины, стремящяся къ предфлу. Ичогда елу- 
чается, что перемФиная величина, измЁняяеь, стремится къ 
яфкоторому предфлу. 

Предълом5 перемъниой величины наз. такая постоянная 
величина, ть которой перемънная приближается все ближе и. 
ближе такъ, что разность между ними стремится кз нулю. 

Привсхемъ два примфра перем$нныхъ величинъ, стремз- 
щихсх къ предфламь. 


А 
ИИ В 
| Шуе пеежеьень 4 А. еее оу нинне { | | 

А 


Черт. 181 
Для перваго иримбра разсмотримъ процесеъ измЗрен]я 
какой-нибудь длины 4, негоизмВримой съ единицею ВБ. Чтобы 
измфритъ такую длину (143,2°), мы дФлимъ В на п равныхъ 
частей и одну изъ нихъ откладываемъь на 4 столько разъ, 
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сколько можно. Тогда мы получаемъ соизмЗримую длину 4., 
которая меньше 4; если же отложимъ 1/„ долю В еще одинъ 
разъ, то получимъь другую соизмЗримую длину 4,, которая 
больше 4; при этомъ каждая изъ разностей 4 — 4, и 4,-— А 
меньше И» доли В. Предположимъ теперь, что число ® рав- 
ныхь частей, па которое мы дВлимъ В, увеличивается не- 
ограниченно. Тогда длины 4, и 4, становятся перемЪнными: 
каждая изъ нихъ стремится къ предЗлу А, такь какъ раз- 
ности между этою постоянною величиною и перем®нными 4, 
и 4, стремятся кь О, т.-е. дФлаются й остаютея меньше 
какой угодно малой данной дливы. 

Изъ этого примЗра мы видимъ, чло перемфнная, прибли- 
жаясь къ своему предфлу, можетъ быть или больше его, пли 
меньше; такъ, длина 4, постоянно остается меньщею, чЁмъ 
А, а длипь 4,. наоборотъ, всегда больше А. 

Для второго примЗра возьмемъ величину угла правильиаго 
многоугольника, имфющаго я сторонъ. Эта величина равва, 

24 т оч 
ух я 

Предположимъ, что число сторонъ многоугольника неогра- 
ниченно увеличивается; тогда, какъ видно изъ паписанной фо} - 
мулы, величина угла мн.-ка будетъ все болЪе и болфе при- 
ближаться къ 24, такъ что разность между ними. раввая 


44 
я? дЪлается и остаетсн мепьше какого усодно малаго угла. 


Поэтому можно сказать, что уголъ праз. мп.-ка, при пеогра- 
пичеиномъ увеличеши числа его сторонъ, имзетъ предфль 24. 

Фа. Величины, увеличивающияся безпредфльно. Если 
перемВыная величина, изм®няясь, д®лаетея и остается больше 
какого угодно большого даннаго значешя, то говорятъ, что 
она увеличивается безиредьльно (или пеограниченно). 

Напр., сумма угловъ выпуклаго многоугольшика, равная 
24 (п— 2), при пеограпиченномь возрастанши числа сторояъ, 
увеличивается безпредВльто *). 


*) Величипы, увеличиваюцияся безпред»льно, принято въ математик® ва- 
зывать безконечио большими, & величины, стремлщяси къ пулю, — безконенно 
малыми. Въ этой книг мы не будемь одпько употреблять этихь термвновъ для 
избъжанйн нёкоторой неяености предетавлев въ умв учащегося. 
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24%. Теорема. Есзь 0вь перемьнныя величины, стре- 
млийяся кь предълам, при вспуз своижь измьнещяхь оста- 
ются рвными между собою, то равны и ить предьлы. 

Пусть а и ф будуть двЗ перемфнныя величины, & А и В 
ихъ предфлы, и положимъ, что при всеБхъ послфдовательныхъ 
измфнен1яхъ перем®нныя @ и 6 всегда равны между собою; 
требуется доказать, что въ такомъ случа А— В. — Предпо- 
ложимъ противное. Пусть, напр., 4> В. Тогда разность 
АШ— В должна равняться какой-нибудь постоянной величин%, 
не разной нулю. Обозначимъ эту разность черезь 4. Чтобы 
опровергнуть наше предположение, положимъ, что 


а=А-хти 6 = Ву 


гд$ хи 9, означая разности между перемфнными и ихъ пре- 
дфлами, суть величины, стремящияся к О. Такъ какъ, по 
условю, а=0, то вначить: 


А-х=В-у 
откуда: 4—В=у 


г 
т.-е. а=у—х 


Но это равенство невозможно, такъ какь разность между ве- 
личинами у и 1, изъ которыхъь каждая стремится къ О, 
не можеть равняться постоянной величин 4. Невозмож- 
ность равенства доказываетъь невозможность допущеня, что 
А>В. Такъ же докажемь, что А не можеть быть меньше В. 
Слфд., А=В. 

э4э. Теорема. сли 06% перемънныя величины, стре- 
мяийяся кб предпламз, при всъхь своихв измънещяхь сотра- 
няюютз5 одно и то же отношете, то в том же отноше- 
и натодятся и их предплы. 

Пуеть а и В будуть дв$ перемФнныя величины, а Аи В 
ихь предёлы, и положимъ, что при всВхь измЗневяхъ вели- 
чины < и ф постоянно удовлетворяютъ пропорции: 


от: н 


А. П. БИСЕЛЕВЪ. 11 
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тд № и п каюя-нибудь данвыя числа. Требуется доказать, 
чго въ такомъ случа и 
А: В=т: п 


Положимъ снова, что «= Ах и = Ву, г хиу, 
означая разности между пзремёнными и ихъ пред$лами, 
должны быть величинами, стремящимися кг нулю. Подстававь 
въ данную пропорщю на м%сто аи ф суммы Ах и Ву, 
получим ъ: 


А+: ВРу=т:т 
Откуда: Апв--пх = Вт-|- ту 


'Гакъ какъь величина х сгремитея къ нулю, то и произведе- 
ще 25 стремится къ нулю;*) поэтому сумма, Ап--пх представ- 
ляетъ собою перем$нную величипу, которой предзль есть по- 
етоянная величина Ап. Подобно этому сумма Вт ту есть 
перемВнная величина, имБющая предфль Вт. Но если равны 
перемфнимя, то должны быть равны и ихь предфлы; значить: 

Ап= Въ 
Откуда: А:В=т:т 

э5Ф. Основное начало способа прэдфловъ. Дв преды- 
дущця теоремы составляюгь частные случаи слфдующаго важ- 
наго предложения: 

Если какое 4ибо равенство, содержащее перемънныя ве- 
зичины, остается вьрнымз при всъхь измьнешяль перемьн- 
ых, то оно останется върныме ц тода, кода на мъетю 
перемюнныхь подставимь их предълы. 

Это предложее служить основашемъ такъ называемому 
снособу предьловь, которымъ иногда пользуются для дока- 
залель-гва н®которыхъ геометрическихь истинь. 

эй. Способъ предфловъ. Онъ состоитъ въ слтВдующемъ. 
Ноложимъ, что мы желаемъ найти зависимость между п%ко- 
торыми постоянными величинами 4 и В, и допустимъ, что 


- -- -—— = 


*) Мы принимаемъ безъ доказательства, что если въ произведеи одинъ 


сомножатель постоянный, а другой стремится къ О, то и произзедене етре- 
матся къ О. 


— 163 — 


эту зависимость трудно (или даже невозможно) найти непо- 
средетвенпо. Тогда задаемея вопросомъ: нельзя ли величипы 
А и В разематривать, какъ предьлы нфкоторыхъ перемВи- 
ныхь величинь 4 и, и сели можно, то какова зависимость 
между чи 6. Положимъ, оказалось, что эта зависимость вы- 
ражаетея равенсгвомъ: 


а== 34? 


хоторое остастея вЪрнымъ при веЗхъ изм$нешяхь 4 и 0; въ 
такомъ случаВ можемъ принять, что это равенство остается 
взрнымь и тогда, когда на м$ето 4 и 6 подетавимъ ихъ пре- 
двлы, 1.-е. чго и 

Я=3ЗВ:* 


Такимь образомъ, зависимость между А и БВ мы найдемъ 
косвеннымъ путемь, отыскавъ предварительно зависимость 
между персуивыми. 


ГЛАВА ИП. 


Вычислене длины окружности. 


25». Предварительное разъяснеше. Конечную прямую 
можно сравнивать съ другою конечною прямою, принятою за 
единицу, велБдетне того, что прямыя ции при наложеши 
совмьщаютеся. Д?Ъйствительно, только по этой причийВ мы 
можемь совершенно точно установить, камя прямыя считать 
равными и неравпыми, что такое сумма прямыхъ, какая пря- 
мая болБе другой въ 2, 3, 4.... рава, и т. п. 'Гочно также 
дуги окружностей одинаковаго радуса можно сравнивать между 
собою велФдетве того, что тая дуги при наложеши совмЪ- 
щаются. Но извЗетно, что накакая часть окружности или 
какой бы то ни было другой кривой не можеть совмЗститься 
сев прямой (107); поэтому нельзя установить путемъ наложе- 
ну, какой криволинейный отрфзокь должно считать равнымъ 
данному прямолинейному отрЪзку, & слФд. и то, какой кри- 

11 
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волинейный отр$зокъ болыше даннаго прямолинейнаго въ 2, 
3, 4.... раза. Такимъ образомъ является необходимость опре- 
дълиить, что мы разум$емъ подъ длиною кривойлини, когда 
сравниваемъ ее съ прямолипейнымь отр$зкомъ. Сл$дующее 
опред$лее приводить поняте о длин кривойкъ элемовтар- 
ному понятю о длинз прямой, 

®53. Опредблене длины кривой. Пусть мы имфемъ ва- 
кую-нибудь конечную кривую АВ. Вшишемъ въ нее произ- 


ск 


П 


Черт. 182 


вольную ломаную АСОВ, которой концы совпадаютъ съ кон- 
цами кривой. Найдемъ перимстръ этой ломаной. т.-е. сумму 
всфхь ея сторонъ; пусть это будеть прямая /’,. Впишемъ 
теперь другую ломаную, напр. 4ЕЁСВ, у которой стороны 
были бы меньше, ч8мъ у первой ломаной, и сл5д. чиело сто- 
ронъ болыше; найдемъ ея периметръ; пусть это будетъ пря- 
мая Р.. Впишемъ далфе третьо ломаную, напр. АНАММРВ, 
у которой стороны были бы еще меньше, а число сторонъ 
еще больше, и вайдемъ ея периметръ; пусть это будетъ Р.. 
Вообразимь теперь, чго мы продолжаемъ вписывать въ дан- 
ную кривую все новыя и новыя ломаныя лини, у которыхъ 
стороны неограниченно уменыпаются, и каждый разъ нахо- 
димъ ихь периметры. Тогда получимъ безконечный рядъ пе- 
риметровь (Р.,Р,, Р.....). Доказано (265), что этоть рядъ 
стремится къ нзкоторому предзлу (напр. къ длинЪ Г), виолнЪ 
опред$ленному для данной кривой. Этотъ-то предфль и при- 
нимаютъ за длину кривой АВ. 
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Такимъ образомъ, длиною конечной кривой называется пре- 
бьла, ко которому стремится периметрь вписанной лома- 
ной инии, кода стороны ея неотфаниченио уменьшаются. 

25а. СлЬдств!е 1. Отрнзокь прямой короче всякой кри- 
в0й, проведенной между ею концами. 

Что отрЗзокъ прямой короче всякой ломаной, проведен- 
ной между его концами, было доказано ране (51). Теперь мо- 
жемъ доказать ту же истииу въ примненшм къ кривой. Пусть 
АВ будеть отр$зокъ прямой, а АСВ какая-нибудь кривая, 
проведенная между концами 4 и В. 
Впишемъ въ кривую произвольную 
ломаную, напр. АСВ, и затФмъ во- 
образимъ, что число сторонъ этой 
ломаной неограниченно удваивается, 
т.-е. что вмфсто ломаной АСВ, со- 
стоящей изъ двухъ сторонъ, берется 
влисанная ломаная АДСЕВ, состоящая изъ 4-хь сторонъ, 
загЪмъ вмЪфсто этой берется вписанная ломаная, состоящая 
изъ 8-ми сторонъ, и т.-ц. безъ конца. Оть этого периметрь 
ломаной будетъ все увеличиваться (папр., Ар--рС--СЕ-ЕВ 
боле АС-- СВ, потому что АР--ЬРС>АС и СЕ 
-ЕВ`> СВ); значить, предфлъ, къ которому опъ стре- 
митея, будеть больше ломаной АСВ, а потому, и по- 
давно, болыше прямой АБ. Но предЪль периметра виисанной 
ломаной есть то, Что наз. длиною кривой; елВд. длина кри- 
вой АСВ больше прямой АВ. 

2ъ5. Слёдстве 2. Выпуклая ивия короче всякой дру- 
ой аннаи, объемлющей ее. 

Для ломаныхь лиш это пред- 
ложене было доказапо равфе (52). 
Убфдимея теперь, что во 1° вы- 
пуклая ломаная короче объемлю- 
щей. кривой, и во 72° выпук- 1: 
лая кривая короче всякой объем- 
лющей (кривой или ломаной). 

1°. Нусть ЛОВ есть выпуклая Черт. 184 
ломаная, а АтиДЕраВ какая вибудь объемлющая ливня (кри- 


Черт. 133 


А. В 


— 166 — 


вая или составленная изъ частей кривыхъ и прямолинейныхъ). 
Возьмемъь на ней как-нибудь точки М и № и проведемъ хорды 
АМ, МО, ЕМи МВ. Тогда нолучимъ ломаную АМОЕХВ, 
которая по отношеню къ ломаной АСВ будетъ объемлющая; 


слёд. (52): 
А+ Мрт рЕ-тЕХ- ИВ > АС- СВ 


Такъ какь дуга АжЛГ бодыне хорды АЛ, дуга Ма.) больше 
хорды ЛГ) и т.д., то длина лими АптОЁр9В больше пе- 
риметра ломаной АМОЕХР; слбд., она я подавно болышс 
ломаной АСВ. 


2°. Пусть АСВ есть выпуклая гри- 
вая, а ЛОБ какая-нибудь объемлю- 
щая лишя (кривая или ломалая). 
Выберемъ на объемлющей линш та- 
ыя двф тозки М и Р, чтобы пря- 
мая /1/" не пересВкалась съ кри- 
Черт. 185 вою АСВ. Ве ломаныя лиши, ваи- 
санныя въ эту гривую, будуть тогда 
меньше объемлющей лиши ЛЕЁВ (по доказалному въ первой 
части этого предложеня); велвдстве этого предфль периме”- 
ровъ влисанныхь ломаныхт, т.-е. дапиа кривой АСВ, пе 
можетъ быть больше ливш АРВ; но эта лишя короче гри- 
вой 4ОБ; значитъ, длица кривой ЧСР меньше длины кри- 
вой 408. 


256. Длина окружности. Согласно 

данному выше опредфлению, за дану 

\ окружносни принимаюте редтъль, р 

которому стремшиеся периметр впи- 

ецинао мнотолольника, козда стороны 

0 неораниченно уменьшеотся, п, 

слЪд., число сторонъ исограниченно увс- 
личивается. 

2593. Сравнене длины окружности 

съ периметрами вписанныхъ и опи- 

санныхъ многоугольниковъ. Пусть въ данную окружность впи- 

сапь какой-нибудь многоугольникъ 4ВСЛ и описанъ какой- 


Черт 186 
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нибудь многоугольникь МУМРОДВ. Такъ какъ дуга АВ боль- 
ще хорды АВ, дуга ВС больше хоф- 
ды ВС и т. д., то окружность 
больше периметру всякао вписаннало 
мнотоуольника. Съ другой стороны, 
такь какъ дуга аб меньшеа‚М-- ИФ, 
дуга 6с меньше В№-- № ит. д., то 
окружность меньше периметра всякало 
онисаниаю мнолоуольника. 

Напр., окружвость больше периметра 
правильяаго вписаннаго шестиугольника 
и меньше периметра описаннаго квадрата; зпачитъ,. огруж- 
пость больше 6-ти ралГусовъ и мепыше 8-ми радусовъ (такъ 
какъ сторона прав. виис. шестиугольника равна радусу, & 
©еторона описанпаго квадрата — даметру). 

Для бозФе точнато вычиелешя длины окружности въ зави- 
симости отъ радуса докажемъ сяфдующую теорему. 

#55. Теорема. Окружности относятся, кахь радиусы 
из баметры. 

Пусть В и @, будуть рамусы двухь окружностей, а С 
и С, ихь длины; требуетея доказать. что 

С:С=В:.В.= 2 :2Д, 

Влишемъ въ давныя окружности каще-пибудь правильные 
одноименкые многоугольвики (напр., шестиугольники) и зам 
вообразимъ, что число ихъ сторонъ неограниченно удвамзаетея 
(т.-е. вмФето шестиугольвиховъ берутся 12-угольники, за- 
т®мъ 24-угольники и т.д. безъ ковца). Обозначимъ деремв- 
пые периметры этихъ многоугольниковь черезь р) и ]),. Тогда 
будемъ имфть пропорщю (232): 


Черт. 187 


р: = В: А, 
Но ссли перемфнныя величины сохраняють одно и то же от- 
нощеше, то и предЖля ихъ находятся въ томъ же отношеши 
(243); предфлы же периметровъ р и 7, будуть длины окруж- 
мостей Си С,; значить: 

С:С.= В: В, 
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Умноживъь 0ба& члена второго отношешя на 2, получимъ: 
С:С=28: 28, 


259. СлЬдствИя. 1°. Переставивъ въ поелфдней пропор- 
ци средше члены, будемъ имфть: 


С:2В = С, : 28, 


т.-е. отношене окружности кз своему даметру есть число 
постоянное для вспть окружностей. 

Это чиело обозначаютъ греческою буквою х. 

2°. Зная радуеъ и число п, мы можемъ вычиелить длину 
окружности изъ равенства: 


С:2А— к; откуда С=2т В 


т.-е. длину окружности равна произведенио ея радуса на 
удвоенное отношене окружности к5 ЯФаметру. 

э60. Поняте о вычислени =. Доказано, что отношеше 
окружности къ даметру есть чиело несоизмтримов *) и потому 
не можеть быть выражено точно ии цФлымъ, ни дробнымь 
числомъ. Но можно найти приближенное значене т съ ка- 
кою угодно точностью. Укажемъ одинъ изъ способовь этого 
вычиесленя. 

Если радусъ примемъ за единицу длины, то длина окруж- 
ности выразится числомъ 2т. Поэтому можно сказать, что х 
есть длина полуокружности единичиаго радтуса. Чтобы вы- 
числить полуокружность съ изкоторымъ приближещемъ, на- 
ходять полупериметры правильныхъ вписанныхь мн.-ковъ, ко- 
торые получалотся черезь удвоеше какого-нибудь одного изъ 
вихЪ, напр. шестиугольника. Для этого предварителько на- 
ходятъ длины сторонъ этихь мн.-ковъ, а зат$мь полупери- 
метры. Обозначая, по принятому, черезъь ал сторопу прав. 
впис. мн.-ка, имфющаго 2 сторонъ, будемъ имфть: 


== 8 =1 
*) идаже, бол\е того, число жрёнсиендентное, тг.-е. тикое, которое не можетъ 
служить корнемъ никакого амебраическоло уравнешя. Сы. броипору 4. Мар- 
*ова: „Доказательство транецендентности чисель еп т.“, С.-Петербургъ, 1883 г. 


— 169 — 


Примфнин теперь формулу удвоевя (241). т.-е. ‚= 
= 8—2 8 ие “, находимъ: 


= —9 /:— о — ИЗ =0,26795... 


Посл этого, пользуяеь тою же формулою, послфдова- 
тельно вычисляемъ: 


—=- и 
бы — 21—99 = —а/л- ит, Д. 


Положимъ, что мы прекратили удвоене на 6 -тольшикв. 
Чтобы получить сго полупериметръ, надо сторову умножить 
на 48. Сдфлавъ вс упрощешя и вычислен!я, найдемъ (0боз- 
начая периметръ _буквою р въ соотвЗтетвующимь знакомъ): 


== 


А рыав\/- —/ +/+ + /+ИЗ= 1410319... 


Если полупериметръ 96-угольника примемъ за длину 
потуокружности, то, конечно, сд$лаемъ нзкоторую погр$ш- 
ность. Чтобы судить © величинВ ея, вычислимь еще полу- 
периметръ правильнаго описаннаго 96-угольника. Для этого 
воспользуемся формулою, дающей выражеше для стороны опи- 
саннаго мн.-ка по сторонф вписаняаго (239): 

Лаз (196 


| —_ — 
отсюда: 5 Ри = Е у 
И:—% Ис 


ГД Р.в означаетъ периметръ описаннаго 96-утгольника. Нод- 
таривЪ на мёсто р; и а; найденныя прежде числа и сд%- 
лавъ вычисленя, пайдемъ: 


1 — - 
5Р,:=3,1427146... 


Полуокружноеть боле полупериметра вписаннаго, но меньше 
полунериметра описаннаго 96-угольника (257); поэтому она 
оттичаетея отъ каждаго изъ этихъ полупериметровь меньше, 
ЧВиъ они разнятся между собою. Сравнивая два числа, най- 
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денныя для '/рг и Ру, замфчаемь, что у вихъ одина- 
ковы цфлыя, десятыя и сотыя доли; слбд., разность между 
полупериметрами меньше '/‚,. Поэтому ебли положимъ, что 
т —=3.14, то елВлаемъ ошибку, меньшую 0,01. 

Еели подобнымъ образомъ продолжимъ вычислеше до по- 
лучен!я полупериметра мн.-ка о 6144 сторонахъ, то получимъ 
число, точнос до одной милл!онной: 

п — 3,141 592 
Полезно также запомнить нфеколько пыфрь числа 
= 0,318 309 886... 


часто встр$чалощагося при вычиеленяхъ. 

э6Е. Архимедово и Мещево отношеня. Архимед, зна- 
менитый Сиракузевй геометръ, живиий въ Ш в$кВ до Р. Уф.. 
паитеть для л весьма простое чиело *?,., т.-е. 31/,. Это чиело 
нвеколько бо1$е с и разнитея отъ него менфе, чфмъ на 2 
тысячныхъ. 

Адтань Мещй, голландеюй геометрь Х\’[ стоя, даль 
ция отношен!я окружности кь маметру число *°/‚., точное 
до Одной миллюнной *); его легко запомнить по слВдующемт 
правилу: паписавъ по 2 раза первыя три печетныя цыфры 

113 | 355 
слфдуетъ послздеыя три взять числителемъ, & первыя знаме- 
нателемъ. 

Ученые поздифйшаго времени, пользуясь упрощенными спо- 
собами (которые указызаютея выспгей математикой), вычислили т 
съ точностью, далеко превосходящею всявмя практичесвя требо- 
вания (такъ, [(енкс5 нашель 530 десятичныхъ знаковъ числа к.) 

263. Длина дуги въ п’. Такъ касъ длипа всей окруж- 


*) Цакъ разъясняетъ г. Энештремь (Стокгольмъ) въ № 94 „Взетника 
опытвой физики м `элемонторной матемцтика“, чисдо это было найдено отцехт 
Акр!ана Мещя, матсуатикомъ Андуаномь Антонисолмъ. 

**) Для звпомичан!1я довольно хдлиннаго ряда цифрь, выражающихт число 
1.) можво нользоватьсля слфдующимь Ффранцузекимъ двустлиемъ: 
@Оне Ратте & Гааге арриепаге 
Сп лотфге шЦе аи потитез' 

Если выписать въ рядъ числа буквъ, заключающихся въ каждомъ словЪ 
этой Фразы, то получимъ дая 7 число 3,1415926536, "Бриое до одной половяны 
десятибихллонной, 
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ности есть 2=Й, то длина дуги въ 1° будетъ эс = 156; С7Вд., 
длина $ дуги, содержащей п", выразитси такъ: 

_ тАя 

Ш) 


Еели дуга выражена въ мипутахь (») или секундахь (7”), 
т0 длина ся опредВгится формулами: 

о тв", _ дм. 
1“ 180.60 ‘11° 180.60 60 

263. Задача. Вычислить съ точностью до 1 миллиметра 
радусь такой окружности, которой дула, содержащая 
8512142", равиа 0,452 метра. 

Обративъ 35721742” въ секунды, получимъ число 307302”. 
Изъ уравясня: 

0.452.180.60.60 
В 72 зоб ^ = 0,303 (метра) 

26. При доказательств нижесл®дующей теоремы мы будемь оспо- 
выважься па сл$лующихь почти очевидных истинахъ: 

10. сли перемьиная величина, изммьиялеь, все увеличивается, ио яри этомъ 
остается менше иъкоторой постовиной величины, то она импетъ предью. 

20. Если перемьъниан величина, измтьияясь, все уменьшается, 0 при зтомъ 
остоется больше нькоторой зостоянной величипы, то она имъетъ предьль. 

39. Если разность двухъ перемьниыхь величииь стремится кз 0, и одна 
изъ этижь величин имъетъ предъль, то дрмая имъеть тотъ же предьль. 

@65. Теорема. еремелръ ломаной инии, вписанной оъ данную копеч- 
ную кривую, стремится кз предьиу и притомь едииствениому, козда стороны 
зомапой стремятся ив 0.“ 

Если данпая кривая ис выпукла, мы можемь разбить ес на части, 
изъ которыхь каждая выиукла. Поэтому теорему достаточно доказать 
только для выпуклой кривой. 

Чусль ДАВСО (черт. 188) есть ка- 
кая-пибуль ломапая, виисанная 3Ъ Ео- 
нечпую выпуклую кривую АД. Прове- 
демъ черезъ вс} сл вершины касатель- 
ныя до взаимного пересчен1я. "Тогда 
получимъ описанвую ломанную .4АТ,7О. 
Условимсл называть такую описанную 
линю соотвьтетвенною для влисанной Черт. 188 
ломаной 4ВСО. 


=) Излагаемое доказательство взято (еъ нВкоторыми изм$ненями)} изъ книги; 
Евлаетия -йо сботбёе, рат [гонейРеЁ Сотфетоивзе“, дпейтЯЬтие 6@1оп, 1888. 


яаходимь: 
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Доказательство наше будетъ состоять изъ трехъ частей, 

10. Пусть р означаетт, периметр какой угодно вписанной, а Р периметр 
соотвьтетвенной описанной лиши. Докажемъ, что разность Р—р стремится 
къ 0, когда стороны вписаняой лини! стремятся къ О. Для этого предва- 
рительно найдемъ предфль огномейл Р:р. Изь вершинъ описанной хо- 
ханой опустимъ перпендикуляры на стороны вписанной (черт. 188). 
Тогда: 

Р=Ак+ КВ + В+ ТС+ СМ + м 
= ААВ ЕР+С + Стът-+то 
Изъ алгебры извфстно *), что величина дроби 
АК-+ КВ-+ВГ-+ТС+СМ+мМО _Р 


ЛЕЕВ +10 + бСт+то ть 0] 
заключается между меныпею п большею изъ уробей: 
АК КВ ВЕ МО [2] 


`АК’ЕВ’ Ш `` тр 
Найдемъ предфлъ, къ которому стремятся эти дроби. Когда етороны вин- 
санной ломаной стремлтел къ О, стороны соотв тственной описанной хин 
также, очевидно, стремятся къ 0; поэтому каждая пзъ дробей ряда [2] пред- 
ставхяется въ прелфл$ подъ видомь 04%. Чтобы раскрыть истняный смыелъ 
этой неопрехВленпости, возьмемъ отдфльпо (черт. 
В 189) какой-нибудь изъ прямоугольныхъ тр.-ковЪ 
К чертежа 188-го, нацр., Л АКА. Продолживь сто- 
рону А, отложимъ ва пей какую-нибудь по- 
А: т $  СтТолиную длипу АБ и построимъь Л 4АВ5, подоб- 
ный А АЖЁ. Тогда: 
АК: Ай— АВ: 45 
Когда стороны виисанной ломаной стремятся къ О, уголъ 4, составлен- 
ный касательною и хорхжою, стремится къ О (130, 245); сл$д., гиноте- 
нузх АВ приближаетея какъ угодпо близко къ равенству съ катетом» 
АЗ, н потому отношене АВ:.45, а слБд. и отномен1е АК: Ай, стре- 
митея къ 1. Такъ какъ это разсуждене можно примфнить Ко всякому 
треугольнику чертежа 188-го, то, значить, каждая дробь изъ ряда [2| 
имфетъ прел$ломъ 1; слЪд., и дробь [1] имфеть тотъ же предфль. 
Моказавт, это, возьмемъ разность Р— р и предетавимъ ее такъ: 


Р--Р=Р(5—1) 


Отношеше Р/» стремится къ 1; слд., разность Р/р— 1 стремится ко 0. 
. . Р 
Влёдетве этого н нроизвехеще в(; —1 } вь которомъ множимое вели- 


Черт. 159 


*) См., иамр., „Элементарная алгебра, сост, А. Киеелевъ“, второе издая!е, 
стр. 231. 
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периметра любой описанной зин!и), такяе стремится къ О; значить, 
то же самое можно сказать о разности Р-р. 

2%. Докажемъ теперь, что периметръ виисаяпой ломаной стремится 
къ пред$лу при слЗдующемь частномь законь виисыван1я. Концы данной 
кривой сосдинпмъ хордою. Изъ средины этой хорды возставимъ перпен- 
дикуляръ до пересфченя съ кривою. Соедииивъ точку пересфченя съ 
концами хорды, получимъ первую ломаную о двухъ сторонахъ. Изъ сре- 
динъ ея сторопъ возставимъ пернендикуляры до пересфченмя съ кривою. 
Соедипивъ точки нерес$чевн1я съ сосфдиныя вершинами первой ломаной, 
полутимъ вторую ломаную съ 4-мя сторопами. Возставивъ изъ средииъ 
сторон этой ломаной перпендикудляры до персс$чевня съ кривою и со- 
сдинивъ полученныя точки съ сосфдними вершинами второй ломаной, 
образуемъ третью ломаную съ 8-ю сторонами. Вообразимъ, что по этому 
закону мы строимъ неограниченный рядъ вписанныхъ ломаныхь. Тогда 
периметрь этихъ хин будетъ все увеличиваться, оставаясь однако 
меныше периметра любой описанной лини; вехфдсгие этого оиъ стре- 
мнтсл въ ифкоторому предФлу. Обозначимт этотъ предфль черезъ `Г. 

Тотъ же предфлъ иметь и периметръ соотвютественной описанной 
ломаной, такъ какъ, по доказанному, разность между этими исриметра- 
ми стремится къ О. 

30. Докажемь, наконецъ, что къ тому же предВлу Г. схремится пе- 
риметрь вписанной ломаной, которой стороны уменьшаются 70 какому 
угодно закону. 

Пусть 2. есть перем$вный периметрь такой вонсанной ливни, которой 
стороны стремятсл кь О но произвольному закону, а р периметръ вия- 
санной линш, образуемой по указанному выше частиому закону; позо- 
жимъ еще, что Р, п Р будутъ периметры соотв$тственныхь описан- 
вых лин. По доказанному въ части 10 этого изложен!я разности: 


Р—ви Р-р 
стремятся къ О. Поэтому и сумма ихъ должна стремиться къ О. Но э%у 
сумму можно представить тавъ: = 
(Р,—2) + (Р-р 


Такъ какъ Рр>уи Р>р! (53), то обф разности, стояшйя внутри ско- 
бокъ, похожительны. Но сумма положительныхъ слагаемых будетъ стре- 
миться къ О только тогда, когда каждое слазаемое стремится къ О; сл$д., 
разности Рр—-ри Р— р, стремятся къ 0. Отсюда сл$дуетъ, что 


пред. Р, = пред. р п пред. Р — пред. т 
Но пред. р — пред. РЕГ 
Сад. яред. р, = пред. Р, —= пред. р —= пред. РЕГ 
1.-е. этоть предфаъ существуетъ и есть единственный для данной ко- 
нечной кривой. 
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255. Доказать, что въ двухъ кругахь отношенше центральпыхь угловъ, 
соотвБтетвующихь лугамъ, имтющимь одинаковую длину, равно обрат- 
пому отпошенно ражуеовъ. 

256. Цакъ велика будеть ошибка, если вмфето полуокружпости возь- 
чехь сумму стороны иправильнаго ъзписаннаго треугохльхика и сторопи 
вкисаннаго квадрата? 

257. На окружности взлта точка 4 и черезь исе проведены: дшаметръ 
АВ, сторона правильною вписаннаго 6-угольника АС и касательная МА. 
Изь центра О опущенъь на АС нерпендикуляръ и прохохжент, до иере- 
сЪчешя съ касательпаго въ точк5 7). Отъ этой точки отложена по ка- 
сательной (черезь точку 4) нрямал ПЕ, равная 3 рабусамъ. Точка Е 
соединена съ концомъ маметра В. Онредблить, каит велика, иотр\илность, 
ссли прямую ВЕ возьмемъ за дзину полуокружности *). 

258. На маметрф дапной нохуокружности построены дв% равныя по- 
луокружности и въ пространство, заключенное между тремя полуокруж- 
постями, вписапь кругъ. Доказать, что аметрь этого круга относится 
къ маметру равпыхъ полуокружностей, какъ 2:3. 

259. Вычиелить въ градусахь, яниутахъ и секунлахъ дугу, равную 
ражусу. 

260. Вычислить длину одного градуса земного экватора, иршивхал 
рамусъ земли въ 859 геогр. миль. 


КНИГА У. и 
ИЗМЪРЕН!Е ПЛОПТАДЕЙ. 


ГЛАВА 1. 
[лощади многоугольниковъ, 


эве©. Опредфленя. Площадью каз. величина части пло- 
скости, ограниченной со вевхь сторонъ линями. 


*) Доказано, что посредствомъ циркуха и линейки н®тъ возможности по- 
строать тькую конечную прямую, которая въ точности равнялаеь бы Ре: 
окружности (задача, о спрямлеши окружности). Однако есть нзеколько спо- 
собовт, для прибзиженнаго спрямлен!я. Въ задьчахъ 256 и 251 указаны две 
изъ этихъ сиособовъ. Посяёднйй изъ нихъ, пранадлежений польекому 1езуиту 
Кожанскому (1683), звмфчетелень тВиъ, что можеть быть выпозненъ олнимъ 
растворешем циркуая. 
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Равныя фигуры, т.-е. тая, которыя совмЪщаются при 
паложенш, имфютъ и разныя площади. Но и у перавныхь 
фигуръ плошадн могуть быть равны. Напр., еели прямо- 
угольникъ 4АВСР раздблимъ пополамъ 
дагональю АС и перенесемъ тр.-къ в 
АВС вь положеше ОСЕ, то получимь В 
параллелограммъь АСЁО, котораго пзо- 
щадь, очевидно, равна площади прямо- 
угольнака. 

ДзБ фигуры, имЗюция развыя ило- Е 
щади, наз. равновеликими. 

®83. Единица площади. За еди- 
лицу площадей берутъ площадь такого квадрата, у котораго 
сторона равна линейной единицЪ. Такъ, употребительны квадр. 
футь, квадр. метръ ит. п. 

Измвренс площади только въ р®дкихъ случаяхь можеть 
быть выполнено непосредственнымь наложешемъ квадратной 
единицы. Большею частпо площади приходится изм$рять кос- 
венно, посредствомъ измзрен!я пВкоторыхъ лиюЙ фигуры. 

268. Основанще и высота. Условимся одну изъ сторонъ 
треугольника или параллелограмма называть основанием этихъ 
фигуръ, а перпендякуляръ, опущенный на эту сторону изъ 
вершины тр -ка или изъ какой-нибудь точки противололожной 
стороны параллелограмма будемь называть сысотою. 

Вь прямоугольникВ за высоту можно взять сторону, пер- 
пендикулярную хъ той, которая принята за основаше. 

Въ трапещи осповашями называють об параллельныя 
стороны, & высотою общий перпендакуляръ между ними. 

Основаме и высота прямоугольника наз. его измюре- 
илми. 

269. Лемма 1°. Площади двухь прямоурольниковь, импю- 
Шихь равныя основаня, относятся, какь ихь высоты. 

Пусть АС и 4,С, (черт. 192) будуть два прямоуголь- 
пика, у которыхь основая АД и 4,0), равпы; требуется 
доказать, что площади такихъ прамоугольниковъ относятся, 
какъ высоты АВи А. В.. 

При доказате ольствВ равомотрииъ 060б0 два случая. 


Черт, 191 
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Высоты соизмиримы. Найдя общую м%ру высотъ, 
отложимъ ее на каждой изъ 
нихъ столько разъ, сколько 
можно, Пусть общая м$ра со- 
держится т разъ въ АВ ип 
"ии разъ въ 4,В,. Проведемь че- 
, . резъ точки дзленя прямыя, па- 
А р А, 0,  фалледьныя основашямъ. Тогда 
Черт. 192 площадь АВОСЬ раздФлится на 
т равныхъ частей, а площ. 

А, В, С.П, па и такихь же частей. Поэтому 


Плоть Арт = я АВ _т 
В 
Слёд.: площ. АВСР __ АВ 


площ. 4,8, 0.0, ` А.В, 


Высоты несоизмпримы. Раздфлимъ А, В, на п рав- 
ныхь частей и одну часть отложимъ на АВ столько разъ, 
сколько можно. Пусть она содержится въ АВ боле т, но 
менфе ж--1 разъ. Черезъ точки д®ленля проведемъ прямыя, 
параллельныя основашямъ. Тогда площадь А, В, С.Б, раздБ- 
лится на я такихъ равныхъ частей, какихъ въ дощ, АВСО 
содержится боле т, но мен%е т--1 разъ. Поэтому: 


прибл. отн. _плош. АВСР_ =* ( о) 
риоя. илощ. 4,8,С.Р, о, 


и прибл. отн. АВ т > (хо .) 
4.8, п 

Такимъ образомъ, приближенныя отнощеня, вычасленныя 
съ произвольною, но одинаковою, точностью, оказываются 
равными; & въ этомъ и состоить равенство несойзызримыхъ 
отношенйй (144). 

зо. Слёдстве. //лощади двуль прямоуольниковь, имью- 
зиихь равныя высотин, относятся, какё ить основелия, по- 
тому что въ прямоугольникахъь оспованя могутъ быть ‘при- 
няты за высоты, а высоты за основашя, 

234. Лемма 2°. Площади двужь прямофюльниковь 0т- 
носятся, как произведеная основан на высоты. 
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Пусть Ри © будуть два прямоугольника, 0 п 6, — ихь 
основан1я, Ги Л. высоты; требуетея доказать, что 


Р:0=ы4: 8, 


у ы | о И, № 
$ ь [ 


Черт. 193. 
Возьмемъ вспомогалельный прямоугольникъ Д, у котораго ое- 
новане равно В, а высота /,. Тогда, по предыдущей лемм%, 
будемъ им?ть: 


РЦ ь 
вн [7 ИГ 
Перемноживъ эти равенства, подучимъ (по сокращени на В): 
р 
у — 6. й1 


232. Теорема. Число, выражеиощее площидь прялюо- 
лольника в пвадратныхь единицах, равно произведеню чи- 
сел, выражимонуихь основане и высоту е0 в соотвьт- 
ствующихь линейныхь единииать. 

Это сокращенно выражаютъ такъ: плошид прямоуюю- 
ника равна произведению основия ни высоту. 

Доказываемую теорему можно разсматриваль, какъ елЗдетве 
предыдущей леммы. ДЪйствительно, если Р есть данный прямо- 
угольникъ, & © квадратная единица, 
то, называя основаше и высоту пер- 
ваго фи 1, а основаше и высоту вто- 
рого с, будемъ имЪть: 


р 6% с 4 
9 с с 
что можеть быть написано такъ: 
Черт. 194 
рЩьй 
О те ’в 


Это равенство и есть то, которое требовалось доказать, такъ какъ 


А. И. КИСЕЛЕВЪ. 12 
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‚ Р 
отношеше Г: есть число, выражающее площадь прямоугольника 


1 
въ квадратныхь единицахъ, а отнонен!я < и -. суть числа, 


выражаюния его основаше и высоту въ соотвфтетвующихъ ли- 
нейныхъ единицахъ. 

Полагая 9—1 и <‹—=1, получим: 

Р= 
гд$ Р, би] суть чисю, выражаюция плотцадь, основание и 
высоту прямоугольника въ соотвтствующихь сдиницахъ. 

293. Сл5детве, Площадь квадрепа равна квадрату ео 
стороны. 

234. Бъ послдующихъь теоремахъ мы будемъ сокращенно 
говорить: „площадь равна произведено такихъ-то лив!й“ , раз- 
ум$я подъ этимъ, что число, выражающее площадь въ квадр. 
единицахъ, равно произведеню чисель, выражающихъ так1я-то 
лини въ соотвфтствующихь линейныхъ единицахъ. 

335. Теорема. Площадь параллелорамма (АВОСЬ, 
черт. 195) равни произведенаю основаняя на высоту. 

На основани АД построимъ пря- 

Е В С моугольникь ЛЕГ, у котораго вы- 

сота такая же, уакъ и у параллело- 
грамма. Локажемь, что АВСШ ра- 
вновеликь 4ЕЁО. Параллелограммь 
АВОСЬ получится, если изъ четыре- 
угольника АЕСЛ отдВлимъ тр.-КЪ 
АЕБВ; прямоугольникъ АЕЕД по- 
лучитея, если изъ того же четыре- 
угольника А4АЕСР отдлимь тр-къь ДЕС. Отд$ляемые тр.-кл 
равны, потому что они прямоугольные и АЙ =ФЕ, АВ= СВ 
Е В (какъ противоположных стороны паралле- 

\ лограммовъ). Изъ этого слБдуете, что 
\ 


& р 


Черт. 195 


АВСО равновеликь АЕЕО. Но площадь 
АЕРО равна ОЙ; слбд., и площадь АВОСЬ 
\ равна 0/. 
А Сс 296. Теорема. //лошадь зпреулодьника 
Черт. 196 (АВС, черт. 196) равна половинь про- 
изведеня основийя на высоту. 
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Проведемь ВЕ|! АС и АЕ|| ВС. Тогда получимъ паралле- 
лограмь АЕВС, котораго площадь, по доказанному, равна 
произведеню №. Но площадь АВС составляетъ половину 
ллошади АВС; елфд. 

площ. 4ВС=- 5 [1 


$55. СлБдетвия. 1°. Треуюльники сё равными основа- 
мями ци равными высотами равновелики. 

Если, вапр., вершину В тр.-ка В 
АВС будемъ перемфщать по пря М ЛА 
мой, параллельной основано АС, 
а оеновате оставимъ то же са- 
мое, то площадь тр.-ка не из- 
мФнится. А 

2°. Площадь прямоуюльноо Черт. 197 
ууреуюльника фавна половинь произведеня сю катетовъ, 
потому что одинъ катетъ можно взять за основаше, & другой 
за, высоту. 

3°. Площади зтреурюльниковь относятся, вакз произведе- 
мя основан на высоты. 

3238. Теорема. 7/лощадь 5 прелольника в зависимости 
оть е0 сторону 4, 60 и с выражается формулой: 

= Ур(р —@)(р—В)(2— 0) 
1дъ р есть полупериметрь трелольника, т.-е. 
р = (@-ь --с) 


Пусть высота тр.-ка АВС, опущен- А 
ная на сторону @, есть 1. Тогда: 


С 


& = 1 ай. 


Чтобы найти высоту /,, возьмемъ 
уравнеше (208): 


2 й с 
Ра с — ас в а р 
, Черт. 198 
я опредфлимъ изъ него отр%зокь с: 
‘ а? -- 62 — р? 
с — — = - 
2а 


12% 
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Тецерь изъ треугольника АВ находимъ: 


У ИХ И Иа 
уе улет ее-и 
Преобразуемъ подкоренную величину такъ: 
(ас —(ш-ре-(асе-- Р-Р) ас? - НР) 
(аа) — 6] [6 (Не - ав] 
Нео -@—0 
—(а-Н-ЕБ(а-Рс—5)6-Ра- д 6-в% 
Если положимъ, что а--6--с==2у, то 
ас (ао) —26=2,—24=2(р—5) 
Подобно этому: Нас (0—6) 
6--с—а-=2(р—а) 
Теперь подкоренная вехичина представитея такъ: 


ВИО 


Саб. 1, = (2) (#—В)(—0) 
и Я= ей, = (ра) (-—®(р—6) 


Частный случай. Площадь равиосторонияю треугольника 
со сгороною & выразитея формулой: 


__ {3 78 3 [3 (Е 3 То 

у обвеса) уЗа оу 
$39. Задача. Нани плошадь тредольнига АВС по двумь вто- 

рннамь АВч АС и уулу А между ними. 

Геометрически эта задача рфшается только для пЪкоторыхъ частныхЪ 
в значен!й угла.4. Положимь, напр,, что А—18%, 
'Гогда можно найти В въ зависимости отъ сто- 
роны АВ танимъ образомь. Продолживь ВО 
на разстояне ДЕ— ВР, соединимъ Е съ 4. 
Тогда въ равнобелренномъ тр.-к$ АВЕ уготь 
/\ ВАЕ будетъ равенъ 369. Изъ этого заключаемт, 
у. С что ВЕ, т.-е. двойная высота, есть сторона 
: правильнаго 10-угольнииа, вписаннаго въ круг 
й: котораго радусъ есть АВ. Поэтому РЕ най- 
дется но формул, опредфляющей сторону 
крав. вписан. 10-угольника (236). ОпредфзивЪ 
Е высоту, найлемъ затЪыь плошадь тр.-ка "© 


Ч в] + 
эрт. 199 формул 5 = ы. 
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250. Теорема. /лошадь трапеши равна пронзведеню 

позусуммы основаши на высоту. 

Проведя въ трацеци АВС В с 
дагональ 4С, мы можемъ раз- 
сматривать ея площадь, какъ 
сумму площадей двухь тр.-ковъ ВШМ м 
АСР и АБС. Поэтому 

А р 
площ. АВОР =, АР. й-+ Черт, 200 


] 1 
+1 0.4 =1 (АР-- ВСУ 


зи. Слёдстые. Проведя въ трапели среднюю линю 

Л/М, будемъ имфть (103): 
ММ= ›(АБ- ВО) 

Поэтому: мощ. 4В СЛР —= ММ№.4 
Т.-С. #401446 трапешии равна произведенио средней мипи 
на высоту. 

252. Теорема. //лошеадь описаннию мнозоуюльника равна 
лроизведеню периметра на половину атовему. 

Соединивъ пентръ О со всЪми вер- 
шинами описаннаго многоугольника, мы 
раздфлимъ его па треугольники, въ хко- 
торыхъ за основав!я можно брать сто- 
роны многоугольника, & за высоту — 
радусъ круга. Обозначивь этотъ ра- 
дусъ черезъь А, будемъ имфль: 


лощ. АВО—= ЛВ. ь й; 


Черт. 201 


изо. ЛОЁ = АЕ. Дит. д. 
. 1 
СлЬд. ллош. АВСЬЕ=(АВ-+ ВС+ ОР-- РЕ--ЕЕ).. В. 
253. Слёдете. //лощадь правильно мнозоуюльника 
равна произведено `периметра на половину атовемы, потому 
что всявй прав. мкогоугольникъ можно разематривать, как 
описанный окохо круга, у котораго радусъ есть аповема. 
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24. Задача. Иреврипиипь мноюуюнник АВОШЕ. въ 
равновелик треуюльнико. 

Черезь вершину Б’ проведенъ 
ВЕ] АС до цересВчетя съ про- 
должешемъь Ё4. Точку Г’ соеди- 
нимъ съ С. Тр.-ки СВА и СГА 
равновелики, такъ какь У нихь 
общее основаше АС, а вершины 
В и Г лежать на прямой, парал- 
лельпой основанно (2717). Если отъ 
даннаго многоугольника отд®лимъ 
тр.-кь СВА и вм$ето него приложимъ тр.-къ СЁЛ, то ве- 
личина площади не изм$нитея; слЗд., давный пятнугольникъ 
равновеликъ четыреугольнику ГСОЕ. Такамъ же пр!емомъ 
можно превратить этотъ четыреугольникъ въ равновелимй тре- 
угольникъ (напр. РСС). 

285. Задача. Превратить мнилоуюльникь в5 равнове- 
дикий квадритз. 

Сначала превращаютъ многоугольникь въ равновелиюй 
треугольникъ, а& затзмъ этотъ треугольникъ въ квадратъ. 
Пусть основаве и высота треугольника будуть (и Л, а сто- 
рона искомаго квадрата л, Тогда площадь перваго равна 
'/.6и, а второго 17; елфд. 


Черт. 208 


1 1 
5—7; откуда б:и=х:й 


т.-е. д есть средняя пропорщапальная между '/.б и/. Такамъ 
образомъ, сторону квадрата можно построить способомъ, ука- 
заннымъ раньше (203) дия пахожденя средней пропорща- 
нальной. 

ЗамЗтимъ, что предварительное превралцен!е далнаго мио- 
гоугольника въ треугольникъь не всегда необходимо. Напр., 
если рЪчь идеть о превращени въ квадратъ данной трапещи, 
то достаточно найти среднюю пропорщанальную между высо- 
тою трапещи и ея среднею лишею и на полученной прамой 
построить квадралъ. 
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ГЛАВА ИП. 
Теорема Пивагора и основанныя на ней задачи, 


256. Теорема. Сумма квадратовь, построенцыхь на 
кипенахь прямоуюльнаю треуюльника, равновени:а ггвад- 
рату, построенному на зитотенузь. 

Это предложеше, извЪстное подъ назваюшемъ теоремы Пи- 
вагора (греческаго философа. жившего въ УТ вБкВ до Р. Хр.), 
иметь многочиеленныя доказательства. Приведемъ простЗйшя 
ИЗЪ НИХЪ. 

Первое докизательство. Пусть АВС будеть прямоуголь- 
пый треугольникь, & ВРЕА, АЁГСС и РСКИ квадраты, 
построенные на его катетахь и гипотенузЪ; требуется дока- 
зать, что сумма двухь первыхь квадратовъ равновелига, ‘креть- 
ему квадрату. —Проведемъ АЛГ_ ВС. Тогда квадрать ВСКН 
раздфлится па два прямоуголь- 
ника. Докажемь, что прям. 
ВГМН ъравновеликъ гвадрату 
БОЕА, а прямоуг. ГОКМ р 
равновеликь квадрату АГСС. 
Проведемъ вспомогательных пря- 
мыя ОС и АИ. Тр.-кь ЭСВ, 
имфющ освоваше ВО, общее 
съ квахратомь ВОЕЛ, и вы- 
соту СМ, равную высотБ ЧБ 
этого квадрата, равновеликъ ио- 
довин его. Тр.-кь АБП, имЗю- 
ций основане ВН, общее съ 
прямоугольникомь ВГМН, и Черт. 204 
зысоту АД, равную  высотв 
В.Г, этого прямоугольника, равновеликь иоловинВ его. Срав- 
нивая эти два треугольника между с0бою, находимъ, что у 
нихьъ Вр=ВАи ВС= ВН (какъ стороны квадрата); сверхъ 
того / РВС=/ АВН, такъ какь каждый изъ этихъ угловь 
состоять изъ общей части АВС и прямого угла. Значитъ, 
тр.-кя ВОСи АВЫ равны. Отеюда слЗдуетъ, что прямо- 
угольникь ВГ.МИ равновелисъ квадралу БОЕ. 
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Соединивь д сь Ви Л вь К, мы совершенно такъ же 
докажемъ, что прямоугольникь ССОАМ равновеликъ квадралу 
АЕСО. Отеюда слфлуетъ, чо ВСКИ зравновеликъ сумм 
ВОЕА и АРСС. 

Бторос доказательство. Пусть а, би с будуть чиела, 
зыражающих гипотепузу и катеты прямоугольнаго треугольника, 
ВЪ ОДНОЙ И ТОЙ же линейной единиц. Тогда, какь мы ви- 
дфли раньше (204): 

ЙО 
Чо а?, Р?и с’ суть числа, изм8рлоня площади хвадраховъ, 
которыхъ стороны суть а, би с: ед... напиеаннос равен- 
ство выражаетъ, что квадратъ. построенный на типотенузЗ, 
равновеликь сумм квадратовъ, построенныхъ на катетахъ. 

253. Задачи. /остроить  квидрать, равновемий: 
2, суммь, 92°, разности двухь данныхь квадратовь. 

1°. Строимъ прямоугольный треугольникъ, у котораго ка- 
тетами были бы сторопы данныхъ квадратовъ. Ввахратъ, по- 
строенный на гипотелузВ этого треугольника, будетъ равно- 
великь сумлиь даниыхъ ивадратовъ. 

2°. Строимъ прямоуг. треугольнихъ. у котораго гипоте- 
нузой была бы сторона ббльшаго изь дачиыхъ квадратовъ, & 
катетомъ сторона меньшаго квадрата. Лвадрагъ, хостроснный 
на другомъ катетЪ этого треугольника. будеть равновелилъ 
разности данныхь квадратовъ. 

233. Задача. Построить квадрать, которию площадь 
относилась бы къ площади дапикио квадрепта, казь тт. 

На неопред®ленлой прямой откдады- 
ваемь АБ—=т и ВС=п и на АС, 


какъ на дамстрЪ. олисываемъ полуокруж- 
Им ность. Мзъ точки 2 возстановляемъ пер- 
И пендикулярь ВО до перес$чешя съ ок- 
А В С ружностью. Соединивъ О съ Л и С, по- 


лучимь прямоугольный тр.-къ, у кото- 
раго (206): 

А}: ОС*= АВ: БВС=т:п 

Отложимъ теперь на одномъ изъ катетовъ этого треугозь- 


Черт. 205 


— 185 — 


ника, напр. на ОС, отрфзокь РЁ, разный сторон даннаго 
квадрата, и проведемъь ЕЁ || СА. Прямая ОЕ будетъ стороною 
искомаго квадрата потому что 


ОЕ: ОЕЕАО: ОС 
и слЖд. ОЕР?: РЕ? = ЛР’: р0*—=пт:п 


ГЛАВА 1. 


Отношене площадей подобныхь фигуръ. 


289. Теорема. Площади двуть трелольниковь, содержа- 
щитё по равному уму, относятся, какь произведеня сто- 
фон, заключающить эти лы. 


В 


А С ‹ А, 


Черт. 206 
Пусть АВС и А,В, С, будуть два тр.-ка, у которыхь 
А—=А,. Проведя высоты ВО и В,П., будемъ имфть: 
площ. АВС _ АС.ВВ _ С ПР 


пло. А.В. 0, АС. В,0, А.С, у В. 
Тр.-ки 4ВО и 4. В.П, ‘подобны (А= `А, и ДЕРВ,); п 
этому отношене Вр: В, В. равно отношеню АВ: А а за- 
м®нивъ первое вторымъ, получимъ: 


ихом. АВС _ АС АВ _ АС. АВ_ 
площ. д. „В.С = А.С . АВ, — Аз С . А.В, 


390. Замфчане. Предлагаемь самимъ учащимся дока- 
зать, Что если у двухъ треугольниковь АВС и 4,Б,С,, 
(черт. 206) углы 4 и 4, составляютз в суммь 24, то 
площади такихъ тр.-ковъ также относятея, какъ произведен 
сторонъ, заключающихь углы 4 и 4.. 
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9. /[40щади подобныхь треуюлниковв или мною- 
зрольников5 относятся, вкакб квадратии сходетвенныхь сто- 
ронз. 

1°. Пусть АБС и 4.Б,С, (черт. 206) будуть два но- 
добные треугольника, у которыхь 4=4,, В- ВБ, и С=С.. 
Примфняя къ нимъ предыдущую теорему, получимъ: 


площ, АВС _ АВ.АС ав лс [1] 
илощ. 4,8,С,  4.8,.4С В,’ А, С, 


Но изъ нодоб1я треугольниковъ елЗдуетъ: 
ав _ 40 _ ВС 
А.В, А.С, `В,0, [2] 


Поэтому въ равенств$ [1| мы можемъ каждое изъ отношенй 


АВ 4С _. | 
дв, ИА, замфнить любымъ отношешемъ ряда [2]. Сл%д.: 


площ. АВС АВ у (45 = ( вс )* 
илощ. д,в, 6: — (Ч,В, 4,01 В, 
— 488 _ 408 _ ВО» 
— А.В” бро ВСВ 
2°. Пусть АВСЬЕ и 4. В.С, БЕ, будуть два подобные 
многоугольника. Ихь можно. какь мы видфли (186). разло- 
жить на одинаковое число подобных и одинаково располо- 


—- 


Черт. 207 


женныхъ тр.-ковъ. Пусть эти тр.-ки будуть: АВОи А.В, 0,, 
АОЕ и 4. О.Е, ит. д. Согласно доказанному въ первой части 
ЭТОЙ теоремы, мы будемъ имфть: 


_влощ, АОВ | АВ \?*, илош. ВОС (ВС \ 
площ, Нов-=( Е); (вс: ит. д. 
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Но изъ подобя многоугольниковъ слёдуетъ: 


ее 


. нлош. дОВ _ площ. ВОС __ илош. СОР __ 
Значить: площ. 4.0,8, площ. В,0,0,` нлощ. 4.0.5, “”° 
. АОВ . . .. 1 В? 
Откуда: пл. 4ОВ + их. ВОС+ ия. СОР + __ 


их. 4,0: В, + ил. В, 0, С, + п. СО +..` АВА 

293. СлЬдстве. Площади правильныхь одноименныхь 
мноюуюльниковь относятся, какь квадраты сторон, или 
квадраты радеусовь, или квадраты атовемх (231). 

293. Задача. Раздълить данный треуюльникь на т 
равновеликихь частей прямыми, параллельными одной ею 
споронть. 

Пусть, напр., требуется разд®лить тр -къ АВС на 3 
равновелимя части прямыми, 
параллельными основаню АС. 
Предположимъ, что задача р%- 
шена, и искомыя прямыя бу- 
дуть ОЕи ЕС. Очевидно, что 
еели мы найдемъ отрфзки ВЕ 
и ВС, то затВмъ опредфлятея 
и прямыя ЭГ и ГС. Тр.-ки 
ВРЕ, ВЕС и ВАС подобны; 
поэтому: 


Черт. 208 
площ. ВЕ _ ВЕ? плод. ВЕР@ __ Ва? 


площ, ВАО — 802 Й ичош, ВАО — 50% 
Но изъ требоват!й задачи видно, что: 


площ. ВРЕ _ 1 И лож. ВЕС 2 
илош. ВАС 3 нлош. ВАС 3 
, ВЕ? 1 в68__ 9 
Слёд.: 80—33 И В-3 
ра НИИ 
Откуда: ВЕ=\/зВс'=\/УВС. ВС 


„ Ва=\/зво’= ВС. ВС 
Изь этихъ формулъ видимъ, что ВЕ есть средняя пропор- 
Щанальная между ВС и '/,ВС, а ВС есть средняя пропор- 
щанальная между ВС и */, ВС (224,4). Поэтому построеше 
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можно выполнить такъ: разд®лимъ ВС на три равныя части 
въ точкахь (фи 6; опешемъ на ВС полуокружность; изъ 4 
и возставимъь къ ВС перпендикуляры аН и ФК. Хорды 
ВН и БЁ будуть искомыми средпими пропорщанальными: 
первая между всфмъ даметромь ВС и его третьею частью 
Ва, вторая между ВО и Вб, т.-е. между ВС и '/.ВС (202). 
Остается отложить эти хорды на ВС отъ точки В; тогда 
получимь точки Ми С. 

Подобнымь образомъ можно раздФлить тр.-къ ина какое 
угодно иное число равновеликихъ частей, 


ГЛАВА ТУ. 
Площадь круга и его частей. 


ээ4. Лемма 1. Шри неофаниченномь чудвоенн числа 
сторон правильно мнооуюльника, вписаннио вь окруж- 
ность, разность между радёусомь и иповемою этолто мноло- 
польника стремится кз нулю. 

Пусть АВСР будеть какой-нибудь 
правильный впис. многоугольникъ, 
ОА рэмусь и ОЕ апоеема. Изъ 
тр.-ка ОАЕ паходимъ (50): 


ОА— ОЕХ АЕ 
или О0А—ОЕ< 5 АВ 


т.-е. разность между радусомъ и 
апоеемою меньше половины стороны 
правильнаго многоугольника. Но при 
неограниченномъ удвоеши числа, сто- 
ронъ прав. впис. многоугольника каждая сторона его, оче- 
видно, стремится къ нулю; поэтому разность между радлусомъ 
и аповемою, н подавно, стремится кь нулю. 

295. Лемма 2. Площадь круза есть обийй предъле пло- 
цадей правильных вписанныхь и описанныхь мноюуюльни- 
х0вз при неораниченномь удвоении числи итхё сторонз. 
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Виишемъ въ данный кругь и опишемъ около него по ка- 
кому-нибудь правильному одноименному многоугольнику (напр., 
шестиугольнику). 

Пусть К, О и 4 будуть соотв\т- 
ственно площади круга, орисаннаго и 
вписаннаго многоугольниковъ. Изъ чер- 
тежа мы иепосредетвенно видимъ, что 


О>КиК>а 


Когда станемь удваивать число ето- 
ронъ обоихъ многоугольниковъ, пло- 
щади ихь Оид едвВлаются величинами 
перем иными (причемъ очевидно, что (© будетъ уменьшаться, 
а 4 увеличиваться). Мы должны доказать, что постоянная 
величина / будетъ при этомъ служить общимъ предёломъ 


для и 9; другими еловами, мы должны доказать, что каж- 
дая изъ разностей: 
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О—КиК—а 


стремится къ нулю. Для этого возьмемъ третью, вспомогатель- 
ную, разность 
4—4 


которая, очевидно, больше каждой изъ двухъ первыхъ разно- 
стей, и докажемъ, что даже и эта, ббльшая, разность стре- 
мится къ нулю. Обозначивъ аповемы описаннаго и вписаннаго 
многоугольниковъ черезъь В и а, будемъ имЪть (292): 
9—1 
а м 
Составимъ изъ этой пропорши производную (разноеть чле- 
новъ перваго отношешя относится такъ къ предыдущему 
члену этого отношеня, какъ....): 


т № 
Откуда: (0—9 В?=9(В— 9) 
или (0—9 Е=о(ВРа(В— а) 


Такъ какь при неограниченном»ь удвоеши числа сторонъ 
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многоугольниковт разноеть А —@, по доказанному въ иреды- 
дущей леммЪ, стремится къ нулю, а сомножители Фи В--а 
не увеличиваются безпредфльно, то правая часть послфдияго 
равенства (& сл$д. и лвая часть) стремится къ нулю. Но про- 
изведеше (0 — 4) В можетъ стремиться къ нулю только тогда, 
когда сомножитель @ — 4 стремится къ нулю (тажь какъ другой 
сомножитель 1” есть число постоянное). Если же разность 
© — 4 стремится къ нулю, то, и подавно, то же самое можно 
сказать о меньшихъ разностяхь О— Аи К—9. Изъ этото 
слфдуетъ. что 
К = пред. © = пред. 4. 


296. Теорема. /7/лощад крупа равна произведению длины 
окружности па половину рафуса. 

Пусмь А, К и С означають радусъ, площадь и длину 
данной окружности, а Фи Р— площадь и периметръ какого- 
нибудь правильнаго описаннахо многоугольника. Тогда можемъ 


написать (283): 
0=Р.5 8 [1] 


Вообразимъ теперь, что число сторонъ описаннаго многоугольни- 
ка неограниченно удваивается. Тогда величины О и Р сдё- 
лаются перемнпыми, стремящимися къ пред$ламъ: первая къ 
илощади круга А, вторая— къ длин» окружности С. Такъ 
какъ равенство [1] остается вФрнымъ при вс$хъ измфненяхъ 
Фи Г, то оно должно остаться в$рнымъ и тогда, когда вм сто 
перем нныхь подставимъ ихъ предфлы (251) значить: 


К=0.5 2 


Подставиеь на м%ето С выражене 2^В (262,2°), по- 
лучимъ: 


= д В? 


т.-е. площадь крра равна произведению пвадрипа радйуса 
на отношене окружности кз фаметру. 

Слфдстве. Г/лощади крутювь относятся, ть квадраты 
ра9усов5 или Фаметровз. 
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ДЪйствительно, еели к и №, будуть площади двухъ кру- 
товъ, а Ди В, ихь ражусы, то 


"— д В? И 1, —=2АВ,* 
Откуда: К т 12 __ 483 _ ‚28 

‹уда- К ТВ В? 48? "РУ: 
293. Задача 1°. Вычислить площадь крупа, окружность ко- 


тораио равна 2 метрамз. 


Для этого предварительно найдемъ рамусь В изъ урав- 
внения: 
2=[==9; откуда В=- 


Зат$мъ опредФляемъ площадь круга: 


К==®=+. (1) == 0,3183 квадр. метра. 


— 
чи '. 


Задача 2°. Построить ивадрать. равновеликй данному "рузу. 

Эта задача, изв$стная подъ вазвашемъ хвидретуры круза, не можеть 
быть точно рЪщена при помощи циркуля п линейки. ДЪйствительно, если 
обозначимъ черезъ х сторону искомато квадрата, а черезъ В рамуст 
круга, то получимъ уравневе: 

я? —=0?; откуда: А: =: 8. 
т,-е. Ф есть среднял пропорщанальная между полуокружностью и рад1у- 
сомъ. Но доказано, что помощью циркуля и линейки нельзя построить 
прямую, которая въ точпости равпялась бы длин$ полуокружноети (см. 
выноску х'ь задач № 257); слфд., нельзя въ точности р%шить задачу о 
превращеп1и круга въ квадратъ. Приближевное же р$шен1е можно вы- 
полвить, если предварительно найти приближевную длину полуокружности 


и затФмъ построить средвюю иропоршональную между этою длиною и 
ражусомъ. 


298. Теорема. //лощадь сектора равна произведению 
610 ду на половину радиуса. 
Пуеть дуга АВ сектора АОВ содер- 
жить и°. Очевидно, что площадь сектора, 
котораго дуга содержитъ 1°, равна 


= 2о 
> 


360 
Сл$д., площадь © сектора котораго дуга 
содержитъ 7, равна 
ди: А В 
в == тив 5 


— о 


360 — 180 


Черт. 21 
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Ви 
Но 186 Выражаеть длину дуги АБ. Обозначивъ ее черезъ $, 
получимъ: 


299. Задача. Вычиснинь площадь семени, знай радёусь кула 
4 число зрадусовъ, закзючелощесся въ дуиь сегмента. 


Чтобы получить площадь сегмента АУВ, 


$ 
А литр З достаточно изь площади сектора АОВ вы- 
—_/ честь площадь тр.-ка, АОВ. Проведя АС! ОВ, 
будемъ имЗть: 
о 1 
площадь сектора = о в 
1 1 
площадь тр.-ка — 5 ОВ. АС = 5 Я. АС 
1 
м ` —- —_ 
Черт. 212 Сл$дх. площ. сегмента — 5 ®(з— 40). 


'Такимъ образомь вопрось прзводится къ вычисленю высоты АС. 
Геометрячёски ее можно найти только зъ ни$которыхъ частныхъ слу- 
чаяхъ слЗдующимъ способомъ. 

Продолживъ 4С до пересЪчен1я съ окружностью въ точк% О, мы 
увидимъ, что АС — СО и, АВ- - ВХ; значить, АС есть половина хор- 
ды, стягивающей дугу, вдвое большую дуги сегмента. Отсюда заклютаемъ, 
что если хорда, стягивающая двойную дугу, будетъ сторона такого пра- 
вильнаго вписаннаго многоугольника, для котораго мы знаемь формулу 
его стороны, то высота АС опредБлится теометрически. Напр., пусть 
дуга сегмента содержитъ 609. Тогда АР есть сторона правильнахго вии- 
саннаго треугольника; значить, АС —1, ВУЗ. Дуга АВ въ этомъ случа 
равна !/; окружности, т.-е. 3х8; поэтому: 

площ. сегмента 5 Е (ма )= ы Е (2: —313) 

300. Теорема. Сумма площадей подобныхё мноюуюл- 
ников (или круловь), построенныхь на ватетать прямо- 
рольнало треуюльника, равна площади подобна мнооуюм- 
ника (или крую), построеннило на читотенузть, если катеты 
и типотенуза служатв сходственными сторонами этихв 
мнобуюльниковь (или Фаметрами круювз). 

Пусть 0, Ви 5 будуть площади подобныхь фигуръ (или 
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круговъ), поегроенныхъ на катетахь и тупотепузв прямо- 
угозьнаго тр.-ка АВС. "Гогда (292,296. слвдетвие). 


 _ 182 Е __ ВС 


4 — М ----=— 
У 208 $57 Аб? 
Сложивъ эти равепетва, найдемъ: 


О+А__ АВ ЛС 


5 Ее“ 
Но АВ’-- В 0*= А 0*(204); поэтому: 
О+ В=8 


Черт. 213 


ЗФТ. Слёдствте. Еели ха сторонахь прямоулюльнио треупольниги 
АВС (черт. 214) построимь полукрути, расположенные вь одну сторону, 
то сумма образовавиихся при этомь фиурь АМВР и ВМСО равиа 
площади трезлольника. 

ДЪйствительно. сумма похукруговъ, костро- 
енныхь на катетахъ, равновелика, полукругу. 
построенному на гипотенуз$; если же отъ 
обзихъ частей этого равенства отнимёму 
сумму согмевтовь ЧРВ и ВОС, то по- 
лучпиъ: 


АМВР + ВМС9- АВС 


Фигуры АМВР и ВУСО извЪстны въ гео- 

метри! подъ назвашемь Гинпохратовыхь луночекь. 
Когда треугольник» равнобедренный, то обЪ луночки одинаковы и 

каждая изъ нихь разповелика половин% треугольника. 


Черт. 214 


ГЛАВА \. 


(оотношене между сторонами треугольника и радусами 
вписаннаго и олисаннаго кругов. 


303. ла радуса Л описаннато около треугольника круга мы вывезп 
(221) слфдующее выражен!е: 
в— № 
`` Эйа 


Исвключимъ изъ этой формулы высоту Ла; дя этого умножимъ числителя 


4. И. КИСЕЛЕБЪ. 13 
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и знаменателя дроби на 4; тогда, замфаивь произведене ?@ удвоенною 
площадью треугольника, (которую обозначим 5), получимъ: 


в — ас __ | . арг 


48 рф о 
ги 2—1 (++ с). 


Чкобы найти радусь т впутревняго виисан- 
наго круга (черт. 215) примемъ во внимаюме, что 
прямыя Од, ОВи ОС раздфляють данный тр.-кЪ 
на три друге тр.-ка, у которыхь основашями 
служатъь стороны данпаго тр.-ва, а высотою 
ратует г. Поэтому: 


1 1 1 1 
5 + 2 ус. 5 @ В +9 =—=?р 


(Отсюда т =” =\/ —@@—И Фо 
Г 


Черг. 215 р 


Радусъ (р внфвлисаннаго круга, (черт. 216) касающагоея стороны 
«, можно опредБлить изъ равенства: 
ил. АВС = ил. АСО + 
+ пл. АВО — ил. ВОС 


- “да 


1 1 
т.-с. э — 5 65а -- 5 Са — о.“ 


Откуда: 


25 __ 29 __ 5 


т фе а (ра) р—а 


Черт. 216 


Подобно этому найдемъ: 
_ 9 я 
Рь — о—Ь 
Между четырьмя ращусами: г, о, 6 И ›, существуютъ нзкоторыя 


завлеимостн. Укажемъ простйшую изъ нихъ: 


о бо в 
1. И 
Но =; сах. +-=+ = 
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УПРАЖНЕНТЯ. 


Доказать теоремы; 


261. Въ паразлелограмм$ разстолтия какой-нибудь точки д1агонали 
оть двухь прилежащихъ сторонь обратно пропорщапальны экимъ с1го- 
ронамъ. 

262. Площаль трапециг равна поховинЪ произведен1я одной изт, пе- 
зараллельныхъ сторонъ на перпендикуляръ, опущевпый изъ середины др\- 
гой непаразлельной стороны ка первую. 

263. Два четыреугольника равновелики, если у них равны порознь 
дагонали и угохт между ними. 

264. Если площади двухъ треугольниковь, прилежащихь вкь основа- 
и1ямтъ трапецог и образуемыхл, отъ нересЪчен!я ея длагоналей, равны со- 
отвЪтственно р? и 42, то площадь всей трапеши равна (р - 9)?. 

265. Площадь правильнаго внисанваго шестпугольника равна, 3/. пло- 
мади правильнаго описаннаго шестиугольника. 

266. Зъ четыреугольникВ АВСЛ черезъ средину магонахи ВЛ про- 
ведена прямая, параллельная другой дагонали АС; эта прямая перес$- 
жаеть сторону АД въ точк$ Е. Доказать, что прямая СЕ дфлитъ четы- 
реугольникъ нопохамт. 

267. Если мел1аны треугольника ззять за стороны другого треуголь- 
ипка, то илощахь послБдняго равна 8/, идощади перваго. 

268. Въ хругЪ съ центром О проведена хорда АВ. На радус$ Ол, 
какъ на д1аметр$, описана окружность. Доказать, что площади двухъ 
сегментовь, оте$каемыхъь хордою АВ отъ обоих» круговъ, относятся, 
какъ 4:1. 


Задачи на вычислене. 


269. Вычислить площадь прямоугольной ‘трапецш, у которой одинъ 
изь угловъ разенъ 60°, зная или оба основашя, или одво основаше и 
высоту, или одно основаме и боковую сторону, наклонную къ оено- 
вантю, 

270. Вычислить площадь равносторовняго треугольника, зная его 
высоту Й. 

271. Давы основан1я трапеции В ифи ея выеота Н. Вычислить вы- 
соту треугольника, образованнаго продолжешемъ непараллельныхь сто- 
ронтъ трацещши до взаимнато пересВчетя. 

272. Составить формулу дзя площади  правильнаго впиеавнаго 
12-угольника въ зависимости отт, рамуса круга. 

213. Въ треугольникъ вписанъ другой треугольвикъ, котораго вер- 
шины дфлятъ лополамъ сторовы перваго треугольника; въ другой тре- 
угольникъ вписанъ подобнымъ 6 образомтъ трет тр.-къ; въ трей — 


13* 
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четвертый; и т. д. безь конца. Найти пред$ль суммы илощадей этихъ 
треугольник овъ. 

274. Въ давпомт треугольник известны стороны @, В и с. Изъ сре- 
Динъ этихъ сторопт возетановлены перпендикуляры х, У И 2 до взаим- 
наго пересфчен!я въ центрф описаннаго круга. Найти въ зависимоети 
огь а, Бис величины х, у, 2 и рауеъ В описаннаго круга (указание: 
пользуясь теоремою Птоломея (215), можно вывести уравненя: 62 - су — 
— «Л, сх |-а2— 68, ау {ди — с В и +59 4+ (62—25, гдБ 5 есть пло- 
щаль треугольника). 

Задачи на построене. 


215. Раздфлить треугольниюъ прямыми, проходящими черезт, его вер- 
шину, на три части, которыхт, плошади относились бм, вакт 2: ®: р. 

216. РаздЪлить нопохамт тр.-Къ прямою, проходящею черезъ данную. 
точку его стороны. 

211. Пайти знузжри тр.-ка такую точку, чтобы прямыя, соединлюлия 
ее съ вершинами тр.-ка, дфлили его ка три равновелшия части. 

218. — то же— на три части въ отношение 2:3:4 (или вообще 
т:пт:2). 

219. РаздБлихь иараллелограммь па, гри равповелимя части прямыми, 
исходящими изъ вершины его. 

280. Раздфлить параллелограмул на двф части въ отношенш т: я 
ирямою, проходящею черезъ данпую точкх. 

281. Раздфяить иараллелотрамяъ на 3 разновелия части прямыми, 
паралхельныяи дагопали. 

282. Раздфлить площадь тр.-ка въ средпемь и крайнемь отномени 
прямою, израллельною оспованию. 

253. Раздфлить тр.-къ на три равновелик1я части прямыми, перпен- 
днкулярными къ основан!ю, 

284. РаздЪлить кругъ на 2, па 3,... равновелиия части концентриче- 
скинии окружностями. 

285. Раздфхить пополамь трапедлю ирлмою, иараялельною оспован!- 
ямь (указано: продолживъ кепараллельныя стороны до взапинаго пере- 
с$ченл, взять за неизвфсгную величину разстояще конца искомой линь 
до вершины тр.-ка; составить пропорцш, исхохя изъ площадей подобныхъ 
тр.-ковф....) 

286. Данный прямоугольникъ превратить въ другой равповслиюмй пря- 
моугольпикъ ст дачнымь основанемъ. 

281. Построить квадрать, равновеливй 2/; даннаго квадраха. 

288. Превратить квадраъ въ равновезиюй прямоугольникт, у кото- 
рахо сумма ‹ или разность 4 двухь смежныхъ сторону дана. 

289. Построить кругъ, равновеникЙ кольцу, заключенному между 
двумя данными концентрическими окружностями. 

290. Мостроить тр.-къ, подобный одному и раввовелиюй другому изъ. 
двухъ данныхъ тр.-ковъ, 
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291. Данный тр.-къ превратить въ равновелияЙ равпосторовнй (по- 
средствомъ приложеня алгебры къ геом.). 

292. Въ данный кругъ вписалу, прямоугольникъ ©ъ дапною илощадью 
т? (посрехствомъ приложения алгебры къ гсом.). 

293. Въ данный тр.-кь вписать ирямоугольнлкъ съ даняою илощадью 
эт? (прллож. ахи. хь геом.). 


Числовыя задачи на разные отдфлы планиметри*). 


294. Катеты ирамоуг. *}р.-ка сухь 3 ф. м 4 ф. Найти ихощадь круга, 
хоторатго окружноеть проходить черезъ средину мепьшаго кахеха и ка- 
саетел типотенузы въ ея средин%. 

295. Точка касашя окружности, влисапной в» ирямоугольный тр.-Къ, 
длить гипотспузу на отр»зки а п Ё. Цайти илогадь тр.-ка. 

296. Катеты прям. тр.-ка суть 6 и с фут. Пайти биссектриссу иря- 
мого угда. 

297. Радусм двухъ концеятрическихъ окружлостей суть 15 д. и 8 д. 
На цпродолжевномъ дамстрЪ взята точка ла разстояни 17 д. оч» общаго 
цептра и изъ нея проведены касательныя куб этимъ окружностямъ. Найти 
разетоля!с точек касания (указан: примФлить теорему Пхоломея). 

298. Часть илощади круга, заключенная между сторопою ввисаннаго 
квадрата и паралзельною ей стороною иравильнаго виис. 6б-угольника, 


разна 1/15 (+ 3.3 — 6). Пайти сторопу квадрата, равповеликаго дан- 
ному кругу. 

299. Въ ромбь, котормй раздфляется длагональю па два равностороп- 
не тр -ка, вписаяъ кругъ. Найти сторону ромба въ зависимости отъ ра- 
дуса этого круга. 

300. Въ хр--кВ, которато стороны суть 4 ф., 5 Ф. ибф., проведены 
биссектриссм мепьшаго угла и смежнаго ст» ним визишито угла. Найти 
отрфзокъ протяволежащей стороны, заключенный между этими биссевт- 
ряссалит. 

801 Вл равносхороннем» тр.-5Ъ со сторопою @ вииеанъ кругъ, а 
изь вершииы тр.-ка радлусому, равпымь иоловииф его сторопы, описала 
другая окружность. Найти площадь, общую обонмъ кругамъ. 

302 Въ треугольнив$ двЪ стороны суть аи 6. Найти третью сто- 
рону п пхожаль, если уголь между сторонами а и равен»: 450; 605; 1508; 
1200; 750; 1359. 

303. Дявиы двухъ параллельнихт, хорд круга суть 30 д. и 16 д., а 
разстояе между ними 7 х. Найти площадь круга. 

304. Черезь точку, удаленную отъ целтра круга на длину [аметра, 
проведена такая сФкущая, которая дБлитсл окружностью нополамьь. 


Найти длину сфкущей, если радусь круга равенъ \/б. 


*) Ваяты изъ „Оборника зеометрическихь задамчь для повторительною 
журса планимепили“, составиль М. Попруженко, Воровежъ, 1889 года. 
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305. Въ круг рамуса А проведена хорда, стягивающая дугу въ 108. 
Найти ея длиниу. 

306. Па дламетр$ полукруга рамуса Л построенъ равпосторонн:й 
тр.-кь. Найти площадь той его части, которая лежит виф круга. 

307. Найти рамусъ окружности, касательной въ сторопамъ аи 6 
греугольника, п центръ которой лежитъ па третьей его стороп% с. 

308. Къ двумъ изви$ касающимся вЪ точк$ .1 окружностямь, рамусы 
которыхъ суть З д. и 1 д., проведена вп$шняя касательная ВС. Найти 
площадь фигуры АВС, ограниченной двуми дугами и касательной. 

309. Полуовружность ращуса В раздфлена на три равныя части и 
точки дфлешя соединены съ концомъ даметра. Найти площадь, ограни- 
ченную двумя хордами и заключениою между ними дугою. 

310. Стороны тр.-ка АВС продолжены въ одномъ направлен1и до то- 
чеБь 4;, Ви С,, тавъ что АА. -=3АВ, ВВ.—}ЗВС и СС,—ЗСА. Найти 
отношеще илхощадей тр.-ковь АВС и 4,8, С. 

311. Изь вершины тр.-ка проведепа кт его основашю прямал, дфля- 
щая основане на два отр$зка ин я. Найти хлину этой прямой, если 
стороны тр.-ка, прилежаная къ отр$фзкамь жи п, суть а и 6. 

312. Кругь ращуса В обхожевъ тремя равными кругами, касающи- 
мися даннаго и изанмно. Найти раусь одного изъ этихъ круговъ. 

$15. Опредфлить высоту башни, если изв$стио, что лужпо отойти на 
а футовъ оть ея основашя, чтобы башня была видна подъ угломъ въ 300. 

314, По даннымъ хордамт, а и В, стягивающимь дв$ дуги въ вругз 
единичнахто радлуса, найти хорду, стагивающую разность этих дугь 
(указане: примфпить теорему Птоломел). 

315. Прямая, параллельная основапямл, трапещи, раздфляеть се на 
ВБ часты въ отношени 7:2 (считая оть большаго основаня), Найти 
длину этой примой, если оспованя трапеции суть 5 {ф. я 3ф. 

316. Изь точки, дфлящей основан! тр.-ка въ отношеви 2:9, иро- 
ведены ирлмыя, параллельныя двумтъ другимь сторонамъ. Лайти отпоше- 
нае площади каждой изъ частей, на которыд раздфлитея тр.-къ, къ ило- 
шади всего тр.-ка. 

311. Изъ нзкоторой точки внутри тр.-ка па стороны его а, 6 и с опу- 
жены нериендикуляры р, р, и р.. Пайти отвошене илощади тр.-ка, ко- 
торый образуется отъ соединеня основа этихъ нерпендикуляровъ, къ 
пхошади даннаго тр.-ва. (Указаше: см. 8 290). 

318. Вычислить дагонали транеции по четыремь ея сторояамъ а, 0, 
сиа. ( Указище: надо прихфнить въ дагопахи теорему о квадратЪ сто- 
роны тр.-ка). 

319. Пайти площадь трапещг по чегыремь ея сторонамь «а, 0, си 4- 

320. На противоположныхъ сторонахт квадрала иосхроены внутри 
его два разносторонне тр.-ка. Перес$чене сторонъ этихь тр.-ковъ 
опредфляеть ифкоторый четыреугольникъ. Найти его видъ, стороны, углы. 
л нложадь, ебли сторона ввадрата равва а. 
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321. Проведена окружность, касающаяся одной стороны прямого угла 
и пересфкающая другую сторону въ точкахъ, отетоящихъ отъ вершины 
угла, на 6 д. м 24 д. Вычислить радусъ этой окружности и разстояме 
точки касаня отъ вершины угла. 

322. Вычиелить илощаль тр.-ка по двум» сторонамь @ п фи медан% 
х относительно третьсй сторолы. 

323. На общей хордф АВ построены (но одну сторону оть 4.В) ува 
сегмента, изъ которыхъ один вм$щастъ угогъ 1359, а другой 120%. Найти 
площадь хуночки, заключенной между дугами сегментовь. 

324. Па рамусахь квадраита (четверть круга) впутри его построены 
два полукруга. Найти площадь гой часхи квадранта, которая лежитъ внЪ 
полукруговъ, если рад1усъ квадранта есть К. 

325. Въ прямоугольном тр.-к\ 4ВО опущенъ перлендикуляръ 4 
на гииотенузу ВС. Знал раМусы к) и 13 окружпостей, зиисанныхь въ 
тр--ки 4ВО ин АСЛ, найти радусъь г окружности, влисазной въ тре- 
угольникл» АВС. 

326. На окружности рамуса П отложепы отъ точкл А (по об% ея 
стороны} двЪ дуги: АС — 307 и 4В— 6%. Найти илощадь тр.-ка АВС. 


СТЕРЕОМЕТРИЯ. 


КНИГА 1. 


ПРЯМЫЯ И ПЛОСКОСТИ. 


ГЛАВА Г. 
Опредблеше положешя плоскости, 


зюз. Опредфлеще. Плоскостью наз. поверхноеть, обла- 
дающая тфмъ свойствомъ, что прямая, проходящая через 
какя-нибудь двь точки этой повертности, лежит в ней 
встии остальными своим очками. Возможность существо- 
ван!я такой поверхности принимается за акс1ому. 

ЗФ. Изь поняыя о плоскости и прямой лиши слВдуеть: 

1°. Плоскоеть есть поверхность неограниченная. 

2. Прамая, имфющая еъ плоскостью только одну общую 
точку, нересюкаеть плоскость, т.-е. изъ пространства, лежа- 
щаго по одну сторону отъ плоскости, переходить въ про- 
странство, лежащее ло другую ся сторову. 
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3°. Черезъ всякую прямую мояно провести плоскость. 


М № 


Черг, 218 


3095. Плоскость изображается на 
чертеж въ вид нЪкоторой ея части, 
обыгновенно въ форм параллелограмма, 
или прямоугольника. Обозначается пло- 
екость ббльшею частно одною или дву- 
мн буквами; тахт, говорятъ: плоскость 
р, плоскость „М. 

Зое. Аксома. ем срать ка- 
кую-нибудь плюскость (М, черт. 218) 
вокруз прямой (АБ), лежащей в5 ней, 
то они можеть пройти черезз лмобую 
иочку (С) пространства. 

303. Теорема. ЧУерезх при почки 
(А, Ви С, черт. 219), ие лежащая 
нц одной прямой, можно провести 
плоскость и притомь только одну. 

1°. Черезь кэмя-пибуль двф изъ 
трехь данныхь точекъ, напр. черезь А 
и В, проведемь прямую и черезъь нее 


произвольную плоскость. Станемъ врыцать эту плоскость во- 


Черт. 219 


пругь прямой АВ до т%хъ поръ, 
пока она не пройдетъ черезь 
точку С (306). Тогда будемъ 
имЗть плоскость, которая ро- 
ходить черезъ три дапныя точки. 

2°. Вообразимь, что черезь 
`В же три точки 4, Ви С 
можно провести дв плоскоеги. 
Обозначимъ одну черезъ Р, &а 


другую черезь Р,. Дохажемь, что эти дв плоскости слива- 
ютея въ одну. Предварительно замфтимт, что ирямыя АБ, 
БСи АС, нрохохяпия черезь каждую пару данныхь точек, 
принадлежать обфимь плоекостямъ, такъ какъ эти прямыя 
имютъ по дв общихь точки и съ плоскостью Р, и съ пло- 
схостью Р,. Возьмемъ теперь на плоскости Р произвольную 
точку ЛД и проведемъ черезъь яее на этой плоскости какую- 
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нибудь прямую МД. Эта прамая, находясь въ одпой илоско- 
сти Г съ прямыми АБ, ВСи АС, должна иперееФчься по 
крайпей мЗрЪ съ двумя изъ нихъ, паир. съ 4В и АС, въ 
нзкоторыхь точкахъь Г и Г. Такъ какь пирямыя АВ и 4С 
принадлежатт, другой плоскости Д,, то и точки ихь Ни № 
также принадлежать этой илоскости. ВелВдетне этого пря 
мая МО, проходящая черезь Ши ЁР, лежитъ вея въ пло- 
скоети Р, (но опредВлелио плоскости), & потому и ея точка 
1 лежить въ этой илоскости. Такимъ образомъ, всякая точка, 
М плоскости Р принадлежить п плоскости /),; значитт, эти 
плоскости сливаются. 

3098. СлБдетв. 1°. Черезь прямую и точку вшь ея 
можно провести плоскость и притомз только одну, потому что 
точка вн прямой вм$стф съ какими-нибудь двумя точками 
прямой составляютъ три точки, черезъ которыя, по доказан- 
ному, можно провести плоскость и притомъ одну. 


2°. Через деь пересшкающяяся прямыя можно провести 
плоскость и притомь только одну, потому что, взявъ точку 
перес$четя и еще по одной точкВ на каждой прямой, мы 
будемъ имВть три точки, черезъ которыя и т.д. 


У] 


3°. Черезь дв» параллельныя прямыя можно провести 
пхоскость и приномё только одну, потому что параллельных 
прямыя, по опредфленю, лежать въ одной плоскости; эта 
плоскость сдинственпая, такъь какъ черезъ одну изъ парал- 
лельныхь и какую-нибудь точку другой можно провести нс 
боле одной плоскости. 


4°. Бсякую часть плоскости можно наложить всоми 
ея точками на друюе мисто этой или друой плоскости. 
причемь назладывиемую часть можно предварительно перес- 
вернуть друюю стороною, потому что всегда возможно на- 
лоядиъь одну плоскость на другую такъ, чтобы у вихъ 0о- 
впали кажя-нибудь три точки, не лежали на одной прямой, 
а тогда совпадутъ и остальныя точки. 

з0э. Теорема. Еслиг 4д6ъ не сливаюцился плоскости 
имюють общую точку, то онъ импютз и общую прямую, 
проходящую черезь эту точку. 
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Пусть плоскость Р имфетъ точку А, общую съ другою 
плоскостью @ (не ухазанною на чер- 
теж). Проведемъ па плоскости О 
черезь точку А камя-пибудь дв® 
ирямыя СБ, и ВО,; изъ вихь каж- 
дая подраздЪлитея плоскостью Р на 
двЪ части, расположенныя по раз- 
ныя сторопы отъ этой плоскости. 

" Возьмемь на частяхь АВ и АВ, 
/ В камя-нибудь точки РЭ и Ш, и про- 
С, В, ведемъ прямую ШОГ,. Эта прямач 
перес$чется съ плоскостью Р въ 
нзкоторой точкБ Е. Такъ какъ, съ 
другой стороны, эта прямая имЗеть съ плоскостью @ дв 
общихь точки О) и 0,, то она принадлежить ей вся. По- 
этому точка Е прямой РО, также припадлежить плоскости ©. 
Итакъ, плоскости Ри @ имхЗють дв общщя точки Чи 1; 
значить, он имзють и общую прямую АЁ, проходящую че- 
резъ эти точки. 

зао. СлБдетве. Переспчене двухь плоскостей есть 
прямая иочя. 

ДЪйствительно, чтобы плоскости пересВгались, необходимо, 
чтобы онз имфла общую точку; но въ такомъ случа он 
будуть имзть и общую прямую. Какой-набудь еще общей 
точки, сверхъ точекъ этой прямой, плоскости имЪть пе мо- 
гутъ, такъ какъ въ противномъ случаВ онф должны были бы 
слиться въ одну (308,1°). 


Черт. 290 
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ГЛАВА П. 


Перщендикулярь и наклонный. 


ЗАА. Опредфлене. Прямая наз. перпендикулярною к 
плоскости, если она пересекается съ этою плоскостью и при 
этомъ образуеть прямые углы со всеми прямыми, проведен- 
ными на плоскости черезъ точку пересВчешя. Въ этомъ слу- 
чаз говорять также, что плоскость перпендикулярна къ 
прямой. 

Прямая, пересЗкалощаяся съ плоскостью, но не перпен- 
дикулярная къ ней, назв. наклонною. Точкь пересБченя пря- 
мой съ плоскостью наз. основанмемь (перпендикуляра или на- 
клонной). 

Возможность существовашя взапино перпендихулярныхъь 
прямой и плоскосги обнаружитея изъ нижеслЗлующихь те- 
оремъ. 

Зи2. Теорема. /1/рямая, мерпендикулярная кф двумь 
прямым, проведеннымь на плоскости черезь ея основаще, 
перпендикулярна к5 самой плоскости. 

Пуеть прямая АБ перпепдикулярна къ прямымь ВО и 
ВО, проведеннымъ на плоскости 
Р черезъ оеноваше В. Чтобы до- А 
азать перпендикулярность прямой 
АВ кь плоскости Г, достаточно 
показать, что АБ перпендикуляр- 
на ко всякой третьей прямой ВЕ, 
проведенной на той же плоскости 
черезь точку В. — Продолживъ 
АБВ, отложимъ произвольныя, но 
раввыя, длины В.4, и БА и про- 
ведемъ на плоскости прямую ОС, 
которая перес®кала бы прямых Ч 

ерт. 221 
ВС, ВЕ и ВО въ какихъ-ни- 
будь точкахъ С, Еи Ш. Соединимь этн точки съ 4 и 4, 
и убФдимся, что тр.-ки АВЕ и 4,ВЕ равны. Для этого 
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сначала беремъ тр.-ки А)С и 4,00; они равны, потому 
что у нихъь ОДС общая сторона, 4С— А, С, какь наклопныя 
къ АА,, одинаково удаленныя отъ осповашх перпендикуляра 
ВС; по той же причин8 4)==А,). Изъ равенства, этихъ 
тр.-ковъ слФдуеть, что / АСО=/ А,СР. ПосяВ этого пе- 
рейдемъ къ тр.-камь АСИ и 4, СЕ; опи равны, потому что 
у нихъ ЕС общая сторона, 4С=АСи/ АСр=/ А, СЪ; 
изъ равенства этихъ тр.-ковъ выводимъ, что АЙ= А, Е. 
Теперь оказывается. что тр.-ки АВЕ и АВЕ имфютъ 60- 
отвЗтетвенно развныя стороны и потому разны; значитъ, 
ХАВЕ=/ АВЕ, т.-е. АВ 1 БЕ. 

З13з. Теорема. ерезь всякую точку, взятую на пря- 
мой чимь внь ея, можно провести к этой прямой перпен- 
дикулярную плоскость и припомь только одну. 

1°. Пусть С будетъь точка, взатая на прямой АВ. Про- 
ведемъ черезъ эту прямую каюя-нибудь 
дв плоскости Ри О и ва нихь возь- 
мемь прямыя СД и СЁ, перпендику- 
лярныя кь АВ. Черезъ эти дв пере- 
сЗкающяся прямых проведемъ пло- 
скость П. Это и будетъ плоскость, 
перпендикулярная къ АВ въ точкз С, 
потому что двЗ ея прямыя СО и СЕ 
перпендикулярны къ 4С. 'Тахая пло- 
скость можетъ быть только одна. ДЗй- 

Черт. 222 ствительно, всякая плоскость, перпекн- 

дикулярная къ АВ въ точк$ С, дол- 

жна пересбчьея съ плоскостями В и (@ по прамымь. пер- 

пендикуларнымь хъ АС и проходащимъ черезъ точку С; та- 

хими прямыми будуть только ОД и СЕ; а черезь СО и СЕ 
можетъ приходить только одна плоскость. 

2°. Пусть Ш будеть точка, взятая внз прямой АВ 
(черт. 222). Проведемъ черезъь 2 и АВ плоскость 2 и черезъ 
АВ еще какую-нибудь плоскость ©; ла первой опустимъ на 
А.В изъ точки О перпендивуляръь ОС, а на второй возста- 
вимъ къ АВ изъ точки С перпендикуляръ СЕ. Плоскость В, 
проходящая черезъ ОС и СЕ, будеть перпендикулярна къ 
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АВ (312). Другой перпендикулярной плоекоети черезъ точку 
Д провести нельзя. Д”Ъйетвительно, веякая плоскость, пер- 
пеядикулярная къ АР и проходящая черезь О), пересфчегся 
еъ плоскостью Р по прямой, перпендикулярной къ АВ п 
проходяней черезь Л), 1.-е, по ОС; тогда еъ плоскостью © 
она можетъ пересЪчься только по прямой СЁ; а черезъ ОС 
и СМ можетъ проходить только одна плоскость. 

зиа. Слдетые. Всь перпендикуляры, которые можно 
провести въ нространствтъ къ одной прямой черезь одну ея 
точку, лежать в5 одной плоскости, перпендикулярной 5 
эой прямой. 

Проведемь черезъ прямую АВ 
сколько угодно илоскостей Р, 9, В,5.. 
и на каждой изъ яихь черезъ точку 
В прозедемъ по прямой, перпенди- 
кулярной къ АВ. Пусть это будуть 
ВС, ВО, ВЕ... Черезь двЪЗ изъ 
нихъ, напр. черезъ ВС и БФ, во- 
образимъ плоскость ДТ. Эта плоскость 
перпендикулярна кь АВ (312). Что- 
бы доказать, что она содержитъ въ 
себЪ ве прочя изъ проведенныхь нами перпспдикулярныхъ 
линй, вообразимъ, что какая-нибудь изъ нихъ, напр., лия 
ВЕ, не лежитъ въ плоскости 4; тогда па иплоекости В 
можно провести къ 4Б черезь точку В два периендику- 
ляра: одинъ В.Е, а другой пересчете плоскостей В и М; 
такъ какъ это невозможно, то прямая ВЕ и всякая дру- 
гая, перпендикуларная кь АБ въ точк% ПВ, должна лежать 
на плоскости М. 

315. Теорема. Из» осякой 
точки (О, черт. 224) плоскости 
(М) можно возставить кз этой 
плоскоспиь перпендикулярь и при- 
зтомь только одинх. 

Возьмемъ какую-нибудь пря- 
мую АВ и черезъь произвольную 
ея точку В проведемъ къ ней Черт. 224 


Черт. 228 


А 
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перпендикулярную плоскость В. Совм$етимъ эту плоскость 
съ плоскостью М такъ. чтобы точка В совпала съ О. 'Гогда, 
прямая ВА, занявъ нфкоторое положеше ОЁ, будетъ ипер- 
пендикулярпа къ М вь точк$ О. Чтобы доказать теперь, что 
эготъ лерпендикуляръ единственный, предположимъ, что пря- 
мая ОЁ, будетъ хругимъ перпендикуляромъ къ М. Проведемъ 
черезъь ОК и ОЁ, плоскость и возьмемъ ся пересфчеше ОД 
съ плоскостью Л. Тогда углы ЁОГ, и Е, ОТ, должны быть 
оба прямые; но это невозможно, такъ какъ одинъ изЪ нихъ 
составляетъ часть другого; значить, другого перпендикуляра 
къ М въ точк © возставить нельзя. 


Зае. Когда изъ одной точки А (черт. 225) проведены 
иъ плоскости перпендикуляръ АВ и наклонная АС, уело- 
вимся разстояне БС между ихъ основавями называть 79ро- 
екщйей наклонной на плоскость Р. 


Заз. Теоремы. сли изх одной точки (А, черт. 225) 
роведены кз плоскости перпендикулярз (АВ) и наклонныя 
(АС, АХ, АЕ..), то: 

1°, перпендикулярь короче всякой наклонной; 

2°, 06% наклонныя, импюиия ривныя проевии, равны; 


3°, из5 дву наклонныхь та больше, которой проекшя 
больше. 

Вращая прямоугольные тр.-ки 4ВС 
и АВО вокругъ кагета АВ, мы мо- 
жемъ совместить ихъ плоскости съ 
плоскостью тр.-ка АВЕ. Тогда всЪ 
наклонныя будуть лежать въ одной 
плоскости съ перпендикуляромъ, и вс 
проекщи расположатся на одной ипря- 
мой. Такимъ образомъ, доказываемая 
теорема приводится къ аналогичной 

Черт. 225 теорем планиметрии (55). 

З15. Обратныя теоремы. 1°. Ёроин- 
чолиее разстояше точки от» плоскости есть перптен- 
дикулярь; 

2°. Равныя наклонныя чмюютз равныя проек; 


А. 


— 207 — 


3°. Изь двух5 проекцйь ста больше, которая соотвтьт- 
ствует большей наклонной. 


Доказательство (отъ противнаго) предоставляемъ самимъ 
учатимся, 


ГЛАВА 11. 
Параллельныя прямыя и плоскости. 


——— 


Параллельныя ирямыя. 


319. ДвЪ прямыя могуть быть расположены въ про- 
странств$ такъ, что черезъ нихъ нельзя провести плоскости. 
Возьмемь, напр., дв® таюмя прямыя 
АВ и РЕ, изъ которыхь одна пе- 
ресЗкаетъ плоскость Р, а другая 
ложить въ ней, но не проходитъ 
черезъ точку перес$чешя С. Черезъ 
таюя двз прамыя исльзя провести 
плоскости, потому что въ против- 
номъ случа черезь прямую ОЕ и Черт. 226 
очку С проходили бы дв» различныя плоскости: одна Р, 
перескающая ирямую АВ, и другая, содержащая ее; & это 
невозможно (308, 1°). 

Дв» прямыя, не лежацйя въ одной плоскости, конечно, 
не пересЗкаются, сколько бы ихь не продолжали; однако ихъ 
не называють параллельными, оставляя это назваше только 
для такихъ прямыхъ, которыя, находясь в одной плоскости, 
не пересЖкаются, сколько бы ихъ не продолжали. 

Въ планиметриг мы видфли (69 и 72), что черезъ веякую 
точку плоскости можно провести прямую, и притомъ только 
одну, параллельную данной прямой. То же самое можно ска- 
зать о всякой `точк$ яространства, потому что черезъ точку 
и данную прямую можно провести плоскость и только одну. 

320. Теорема. //лоскость (Р, черт. 227), пересткаю- 
‘цая одну из5 парчлаельныхь прямыхь (АВ), пересткаеть 
и друию (СО). 

Провсдемь черезъ 4В и СШ плоскость. Эта плоскость 
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содержитъ въ себЪ ту точку В, въ которой прямая АВ пере- 
сфкается съ Р; значитъ, эта плоскость 
перес$ кается съ Г по н$Зкоторой прямой 
ВЕ (309). Эта прямая, находясь въ од- 
ной плоскости еъ АВ и СО и перес»- 
кая одну изъ этихь параллельныхь. дол- 
жна перес®чь и другую (73) въ н%кото- 
рой точЕЗ ГК. Точка Ё, находясь залазъ 
на прямой ВЕ и на прямой СЛ, должна 
быть точкою пересченя плоскости Р сь 
прямой СЛР. 
32. Лемма. /Грямая (ОИ, черт. 228), проведенная на 
плоскости (СР) черезь основате на- 

А клонной (АС) перпендикулярно кь 

\ ея проекии (ВС), перпендикулярна 
и кБ гамоф паклонной. 

Отложимъ произвольныя, но рав- 
пыя, части СЮ и СЁ и сослинимъ 
точки Аи Б %иЕ. Готда 0бу- 
демъ имфть: В0— ВЕ, какъ на- 
клонныя къ ОЕ, одинаково удален- 
ныя отъ основашя периендикуляра, 
Черт. 228 ВС; Ар—=АЕ, какъ наклонных къ 

плоскости Г, имфюпя равныя про- 
екци ВО и ВЕ. Велдстые этого ^ АДЕ есть разнобед- 
ренный, и потому его межана 
АС перпендикулярна къ основано 
ОГ (38). 

322. Теорема. Илоскость(Р, 
черт. 229), пернендикулярная к 
одной из5 параллельныхь прямыль 
(АВ), перпендикулярна ч кз дру- 
0й (СО). 

Предстоитъ доказать, что во 
1° прямая СР пересекается съ 
Р, а во 2° эта прямая перпев- 
дикулярна къ какимъ-нибудь двумь прямымъ, проведеннымтъ 
на плоскости Р черезъь основаше СЛ. 


Черт. 229 
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1°. Плоскость Г’ должна перес$чь СШ, потому что опа, 
о условно. перес®каеть прямую АВ, параллельную СР. 

2°. Проведемъ черезъ АВ и СВ плоскоеть Е и возьмемъ 
ея пересзчеше ВД съ плоскостью Р. Такъ какъ, по усло- 
вю, АВ перпендикулярна къ /, то АВ | ВЛ; поэтому и 
Ср | ВО (14). Проведемъ на плоскости Р прямую БГ, 
перпендикулярную хъ ВЛ), и возьмемъ какую-нибудь наклон- 
ную 11), для которой проекщей служить ВО. Прямая ЕР, 
будучи перпендикулярна къ проекци В), должна быть пе]- 
пендикулярна и кь наклонной ЛГ) (321) и, елБд., перпенди- 
кулярна къ плоскости В (312), значить, и кь прямой СР. 
Такимь образомъ, прямая СЛ) оказывается перпендикулярною 
къ двумъ прямымъ плоскости Р, именно кь ОВ и БЕ; 
слфд., она перпендикулярна къ этой плоскости. 

323. Обратная теорема. „(ве лер- 
нендикуляра (АВ п СО, черт. 230) 
„5 одной плоскости (Р) парчлаельны. 

Иредположимъ, что линей, параллель- 
ной АВ и проходящей черезъ точку О, 
будетъ не СД, а какая-нибудь иная пря- 
мая СШ. Тогда, согласно прямой теоре- 
мЪ, С.Д будеть перпендикуляромъ къ Р, 
что невозможно, такъ какь перпендику- 
ляромъ къ Р, по условно, служить СО. 

32а. Слёдетве. Лзз ослкой точки (А, черт. 230) вни, 
плоскости (Р) можно опустить 
на эту плоскость перпендикуля]ъ 
и притомъь только одинз. 

Дфйствительно, всегда возможно 
изъ какой-нибудь точки В плоскости 
Р возетавить къ ней перпендику- 
ляръ РС (315) и затБмъ черезь 4 
провести АВ! СР. Прямая АБ 
будетъ перпендикуляромъ къ Р (322). 
Другого перпендикуляра изъ точки 4 Черт. 231 
опустить пельзя, иотому что лерпендикуляръь къ Р дол- 


Черт. 220 


А. П. КЯСЬЗЕВТ,. 14 


— 210 — 


женъ быть параллелень ОС (323), а черезь А можно про- 
вести только одну прямую, паралзельную ДС. 
335. Теорема. Доь ирямыя (А и В, черт. 231). ни- 
разлелныя третьей прямой (С), параллельны между собою. 
Проведемъ плоскость Р, периендикулярпую къ С. Тогда 
А и В будуть перпендикулярами къ этой плоскости (322), 
и, слёд., АПВ (323). 


И рямыя, паралуельныя плоскости. 


326. Опредблене. Прямая н плоскость паз. параллельны- 
ми, если онф не пересЪкаются, сколько бы ихъ не продолжали. 
Слфдующия двЗ теоремы выражаютъ иризнаки параллель- 
ности прямой съ плоскостью. 
$23. Теорема 1. //рямал 
| (АВ, черт. 232), и плоскость 
в. (Р). перпендикулярныя кз 0д- 
ной и той же прямой (АС). 
зариллельны. 

Предположижъ, что АВ пе- 
ресВкается съ Р въ точЕЁ М; 
тогда. сосдияивъ № съ С, мы 
| будемъ имзть два перпендику- 
ляра МИС и МА на прямую 
АС изъ очной точки М, что 
невозможно; значить, АБ не перес®кается съ Р, т.-е. АВ 
параллельна Р. 

Теорема 2. Прямая (АВ, черт. 233), параллельная ка- 
кой-нибуфь прямой (СП), проведенной ич плоскости (Р). 
параллельна самой плоскости. 

А в Проведемъ черезъ АВ и СР 
илоскость А. Тасъ какъ прямая 4 В 
на всемь протяжен!и лежитъ на пло- 
скости А, то она мотла бы пере- 
еЪчься съ плоскостью Р не инаме, 
хакъ пересфгаяеь съ прамой ОХ, 

Черт. 233 что невозможно по условю. Значитъ, 
АБ не пересвкается съ Р, т.-е. АВ параллельна Р. 


Черт. 232 
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338. Теорема. Если эзлоскость (В, черт. 233) прохто- 
9ить нерезь прямую (АВ), параллельную друюй плоскости 
(Р), и пересюкаеть эту плоскость, то лимя пересьченя 
(СР) параллельна первой прямой (АБВ). 

Дфйствительно, во 1°, СД) лежить въ одной плоскости съ 
АВ; во 2°, СО не можеть перес®чься съ АВ; потому что 
въ противномъ случаё АВ пересфкалась бы съ Р, что нс- 
возможно. 

СлЬдетве. //рямая (АВ, черт. 234), параллельная двумь 
переськающимся плоскостям5 (Ри 09), параллельна моии 
из пересъченая. 

Вообразимъ плоскость черезь АВ и ка- 
кую-нибудь точку ЛГ прямой СД. Эта пло- А 
скость должна перес®чься съ Ри Ошо 
прямымъ, параллельнымь АВ, и проходя- М 
щимъ черезь М. Но черезь Л! можно лпро- 
вести только одну прямую, параллельную А.В; 
значить, два пересфченя воображаемой пло- 
скости съ плоскостями Ри © должвы слить- р В 
ся въ одну прямую, которая не можеть 
быть иною, какъ СД: елд., СО АВ. 

329. Теорема. Вс»ь точки прямой (АВ, черт. 235), 
параллельной плоскости (Р.), одинаково удалены отъ этой 
взоскости. 

Изъ двухъ какихъ-нибудь точекъ 
М им прямой АВ опустимъ на Р 
перпендикуляры МС и МО. Такъ 
хакъ эти перпендикуляры параллель- 
ны (323), то черсзъ нихъ можно 
провести плоскость. Эта плоскость 
пересфчетея съ Г по прямой ОХ, 
параллельно0ой АВ (328); поэтому 
фигура МАДС будетъ параллело- Черт. 935 
траммъ и, слд., АС = МО. 


Черт. 234 
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Параллельныя плоскости. 


330. Опредфлене. ДьБ плоскости наз. хариллельными, 


Чер». 236 


если олз не пересекаются, сколько бы 
ихъ не продолжали, 

Слфдующя дв теоремы выражаютъ 
признаки  парзллельности двухъ  пло- 
скостей. 

З31. Теорема 1. До» плоскости 
(Ри 0, черт. 236), лерпендикулярныя 
пк одной и той же прямой (АВ), на- 
раллельны. 

Если бы плоскости Ри © цересжка- 
лись, то черезъ всякую точку ихъ пере- 
сфчешя проходили бы двф плоскости Р 
и ©, перпендикулярныя къ прямой АВ, 
что невозможно, 


Теорема 2. Де» плоскости (Ри ©, черт. 237), пара 


Черт. 237 


и АВА, В,, 


аельмы, если двь переськаюцияся пря- 
мыя одной изь ниж (АВ и АС) со0от- 
ътственно параллельны двумв пере- 
съкающимся прямымь друюй (4, В, 
и 4. С. ). 

Изъ точки А опустимъ на плоскость 
@ перпепдикулярь 44,, и проведемь 
прямыя 4, В, и 4, С,,;, сооть5т- 
ственно параллельныя прямымъ 4, В, 
н 4, С.; тогда эти прямыя будуть так- 
же параллельны и лишямъь АВи АС 
(325). Такъ какъ АА |1 А.В, и 


‚ то АА, [ ЯВ; по той же причин 4А,_ АС. 


СлВд., прямая 4.А,, перпендикулярна къ плоскости Р (312). 
Такимъ образомъ, плоскости Ри © перпендикуляриы къ 
прямой 4.4,, и потому параллельны. 
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333. Теорема. Если: 00%» параллельных плоскости (Р 


и ©, черт. 238) нересъкаются трепьею 
плоскостью (В), то ипии переспчешя 
(АВи СП) наралалельны. 

Д\йствительно, прямыя АВ и С), 
находясь в” одной плоскости А, не мо- 
гуть перес$чься, такь какь въ про- 
тивномь случа пересЪкались-бы пло- 
скости Ри 0, что противор®чить ус- 
лов!ю. 

333. Теорема. //рямая или пло- 
скость, переськающия одну изъ па- 
фаллельныхь плоскостей, пересткаеть 

1°. Пусть прямая АВ пересЗкаеть 
въ точкё В плоскость Г, параллель- 
ную ©. Опустимь изь РВ нь © пер- 
пендикуляръь ВС и черезь АВ и ВС 
проведемт плоскость. Эта плоскость, 
содержа въ себЪ точки Ви С, пере- 
сфкается съ Р и О по изкоторымь 
чрямымъ РЕ и ЕН, которыя иарал- 
лельны (332). Прямая В лежитъ въ 
одной плоскости съ ДЁ и [И и пере- 
сзкаеть одну изъ этихь параллельныхь; 
слфд., какъ мы знаемъ изь планимет- 
ри (73,1°), она пересЪчетъь и другую; 
плоскость (@., 


Черт. 238 
и друую. 


Черт. 239 


значить, перес$четь и 


2°. Пусть какая-нибудь плоскость перес$каеть плоскость 
Р (черт. 239), параллельную ©. Тогда на ней можно взять 
прямую АБ, которая тоже перес$каетъ плоскость Р; по до- 


/ 


казавному, эта прямая перес$четъь и плоскость @; значитт,, 


съ этою плоскостью пересчется и та 
взята АВ. 


нлоскость, въ которой 


зза. Теорема. Лрямая (АВ, черт. 240), перпендику- 


аярная къ одной изь параллельныть 
лерпендикулярна и въ думой (къ О). 


плоскостей (въ Р). 


Прямая АВ, пересЪкая одну изъ параллельныхъ плоско- 
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стей, пересфчеть и другую въ иЪкоторой точк$ Б,. Про- 
ведемь черезьъ АВ каюмя-нибудь двз 
плоскости, которыя пересфкутея съ Р 
и О по параллельпымъ прямымъ: одна, 
по ВС и В,С., другая по ВБ и 
В,0,. Согласно усломю, прямая АВ 
перпендикулярна къ ВС и ВО; сл$д., 
она также перпендикулярна кь В, С, 
и В,О,, а потому перпендикулярна и 
къ плоскости ©. 
335. Слёдетые. ‘Уерезь всякую 
Черт 240 точку (В, черт. 240) пространства 
можно провести плоскость (Р), параллельную данной пло- 
скости (9), и притомь только одну. 

Предоставляемъ учащимся самимъ доказать это слЪдетве, 
на основаши теофемъ 55 331 и 334. 

33$. Теорема. Отрьзки нараллельныхь прлмыль (АВ’ 
и СО, черт. 241), заключенные между параллещными пло- 
скостями (Ри ©), равны. 

Черезь параллельныя прямыя АВи 

СР проведемъ плоскость; она перес*- 

четь 9 и Р по параллельным пря- 

мымь ВЛ и 40; слбд., фигура. 

\_ АВДШС будеть параллелограммъ и по- 
\— тому АВ= СР. 

339. Слъдетве. Лараллеьныя пло- 
скости вездь одинаково удалены одна 
отз друой, потому что. когда парал- 
лельныя прямыя АВи ОД (черт. 241} 
перпендикулярны къ Р, онф будуть также перпендикулярны 
кь @О и въ то же время равны. 

338. Теорема. Два ума (ВАС и ВА, С,, черт. 242) 
с. соотвютотвенно параллельными и одинаково натравлен- 
ними сторонами равны м лежатз в5 параллельныхь плоско-. 
стяжё (Ри 0). 

Что плоскости Ри © параллельны, было доказано выше 
(331,2°); остается доказать, что углы А и 4, равны. — 


= 


Черт. 241 
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Отложимь АВ= А, В,, АС-=А, С, и проведемъь АА, ВВ,, 
СС,, ВСи В,С.. Такъ какъ отр$зки 

АВ и 4, В, равны и параллельны, то 
фигура 4ВБ, А, есть паралделограммъ 
(97,2°); поэтому отр$зки АА, и ВВ, 
равны и параллельны. По той же при- 
чин равны и параллельны отрВзки 4.4, 
и С(,; сл$д., ВВ, =0С, и ВВ, |} 
СС,. Поэтому ВС=В С илАБС= 
= А 4, В, С, (по тремъ сторонамъ); 
значить, / А=/А.. Черт. 242 


ГЛАВА ТУ. 


Двугранные углы. 


339. Опредбленя. Двф плоскости Ри ©, исходящя изъ 
одной прямой АБ, образуютъ дву- 
‚ранный 31045. 

Прямая АВ наз. ребромь, а 
плоскости Ри О— сторонами или 
'ранями двуграннаго угла. Такой 
уголь обозначается обыкновенно 
двумя буквами, поставленными у 
его ребра (двугр. уголь АВ). 
Но еели при одномъ ребрз ле- 
жатъ иЪфеколько двугр. угловъ. то 
каждый изъ нихъ обозначають 
4-мя буквами, изь которыхь дв средя стоять при ребрф, 
а ДВЪ крайшя у граней (напр., двугр. уголь 8ООФ). 

Если изъ произвольной точки О) ребра АБ (черт. 244} 
проведемь на каждой грани по перпендикуляру къ ребру, 
0 образованный ими уголь СРЕ паз. линейным угломъ 
двуграннаго. Величина линейнаго угла не зависить отъ поло- 
женя точки 0) на ребрЪ. Такъ, линейные углы СРЕ и (О, Е, 


Черт. 243 
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равны, потому что ихь стороны соотв$тетвенныо параллельны и 
одинаково направлены. 
Не трудно видфть, что плоскость линей- 
наго угла перпендикулярна къ ребру (312). 
340. Равенство двугранныхь угловъ. 
Два двугранные угла считаютея равными, 
если они при вложени совиуВщаются; въ 
противномь случа» тотъ изъ угловъ считается 
менылимъ, который, будучи вложенъ въ дру- 
гой такъ, чтобы у нихъ совиали ребра, со- 
ставитъ часть этого другого угла. 
Такъ какъ двугранный уголь есть ве- 
чичива, то можно разематривать сумму, 
Черт. 244 разность, произведене и частное двугран- 
ныхъ угловъ въ томъ же смысл, какь и для угловъ плани- 
метрм. Подобно этимъ угламъ двугранные углы мотутъ быть 
смежные, прямые, звеутиканые... 
зая. Теоремы. 1°. Равнымь делраннымъ даиме соот- 
въыпствують равные линейные умы. 
2°. Рольшему двуфанному залу соотвтьиствуеть больш 
аинейный уюль. 


Черт. 245 


Пуеть РАВО и Р,4,6Б, 0, будуть жвуграниые углы съ 
линейными углами СВО и С,Б,Ш,. Вложимъ уголь 4, В, 
въ уголь АВ такь, чтобы у нихь совпали: во 1, точки ВБ 
я В,, во 2, ребра А.В, н АВ, и въ 3, грани Р, и Р. 
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При этомъ чакже совпадутъ и плоскости линейныхъ угловъ, 
такь какъ онф перпендикулярны къ одной прямой въ одной 
точкВ. Положимъ, теперь, что налши двугранные углы равны: 
тогда трань ©, совпадеть съ © и, сл$д., уголь С.В, В, 
совм$етитея съ угломь СВШ, т.-е. эти линейные углы ока- 
жутся равными. Если же двугранные углы неразвны, напр. 
уголь АВ, мепыпе угла АБ, то гравь ©, пойдетъ внутри 
угла АБ, напр., займеть иоложеше %,,. Тогда линейный 
уголь С,В,Ь, займетъ положен СВО и. сел$д., будетъ 
меньше линейнаго угла СВО. 

за2. Обратныя теоремы. 1°. Раснымё линейным уламь 
соотвитствують равные двуранные умы. 

2°. Болышему линейному у.м; соотвьтствуеть больиии 
дедранный ую. 

Эти теоремы легко доказываютея отъ противнаго (48). 

Заз. Замфчане. Наложеше, или, лучше сказать, вло- 
жене одпой фигуры въ другую, часто употребляемое въ сте- 
рсометр!и, всегда можеть быть выполняемо въ такой посл$- 
довательности: во 1°, совм щаемъ как1я-нибудь дв точки фи. 
гуръ; во 2°, камя-нибудь двз прямыя, исходящие изъ совпав- 
шихъ точекъ и въ 3°, какмя-нибудь двЪ плоскости, исходящ!я 
изъ совпавшихь прямыхъ. Совмфетятся ли при этомъ друше 
элементы фигуръ, зависить отъ свойствъ ихъ. 

344. СлЬдствй. 1°. Прямому двуфанному злу гоозн- 
вьтствуеть прямой линейный уоль и обратно. 

Пусть уголь РАВО будеть прямой. 
Это значитъ, что онъ равенъ смежно- 
му углу ОАВР,. Но въ такомъ слу- 
ча линейные углы СРЕ и СЛЕ, 
также равны; & такъ какъ они смеж- 
ные, то каждый изъ нахъ должен 
быть прямой. Обратно, еслп равны 
смежные линейные углы СДЕ и СЛЕ, , 
то равны и смежные двугр. углы, т.-е. 
каждый изъ нихъ долженъ быть прямой. 

2". Ирямые двуранные флы равны, потому что у нихъ 
равны линейные углы. По той же причин: 
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3°. Вертикальные доуранные лы равны. 
4°. Деуранные умы сё соотвътсетвенно помлаельными 
и одинаково направленными зрянями равны. 


345. Теорема. Двзрйранные лы относятся, какё ить 
линейные уиы. 
При доказательств» разсмотримъ 060бо два случая: 
1° .Тинейные уллы СВГ 
в и СВ,Ш, соизмъримы. Пусть 
ихь общан м$ра содержится 
въ первомъ угл эй разъ, & 
во второмъ м разъ. Прове- 
демъ черезъ ребра и прямыя, 
дЬляция линейнне углы на рав- 
ных части, рядъ плоскостей; 
тогда, мы раздвлимь уголъ 4В 
на и,`а уголь 4, ВБ, ва м 
частей, которыя всЪ раваы 
между собою (всл$детые ра- 
венства линейныхь  угловъ). 


Черт 247 


Поэтому: 
ДСВО_т о дв. г. АВ _т 


Давл в Ив у Л.В, п 


в. уг. АВ СВ 
Откуда: АВЕС 
2° .Тинейные умы несоизмиримы. Раздзлимъ уголь С, В, О, 
на м равныхъ частей. Пусть '/, этого угла содержится въ 
угл СВО болЪе т, но менфе т -1 разъ. Тогда приближен- 
ное отношеве угловь СВ, и С.Б,0,, съ точностью до 
‘/„» будетъ равно ”/„. Проведя плоскости такь же. какъ и 
въ первомъ случа, найдемъ, что приближенное отношеше 
двугранныхъ угловъ АВ и А, В,, съ точностью до 1/,, также 
равно ”/,. Такимъ образомъ, ириближеяныя отношеня оказы- 
ваются равными при всякомъ м; & въ этомь и состоптъ 
равенство несоизим$римыхь отношевй. 
з4А®. Слёдстве. Если за единицу двугранныхь угловъ 
взять такой уголь, который соотвБтетвуетъ единиц линейныхъ 
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угловъ, то можно сказать, что долранный злоль измьряетоя 
ею линейнымь уломз. 


Пернендикулярныя плоскости. 


343. Опредфлене. ДвЪ плоскости наз. взаимно периен- 
дигулярными, если пересЗкаяеь, он образуютъ прямые дву- 
гранные углы. 

348. Теорема. Плоскость (Р, чер. 248), проходящая 
черезз перпендикулярь (АВ) къ друой плоскости (9), пер- 
пендикулярна кб ней. 

Проведемъ на плоскости © пря- 
мую ВС, перпендикулярную къ ОЕ. 
Тогда уг. АВС будетъ линейвымь 
двугр. угла РОРЕФ. Такъ какъ 
АБ, по условю, перпендикулярна 
къ ©, то 4В ‘ ВС; значить, уг. 
АВС прямой, а потому и двугр. 
уголь прямой, т. е. пл. Р пер- Черт. 248. 
пендикулярна къ О. 

349. Обратная теорема. //ерпендикулярь (АВ, чер. 249 ). 
илльюиий общую точку (4) сё одною изз двухз взаимно пер- 


пендикуаярныть плоскостей (Ри 9), лежите весь вз этой 
плоскости. 


Предположимъ, что А.В не ле- 
жить въ плоскости Р (какъ изоб- 
ражено у насъ на чертежЗ). Про- 
ведемъ на пл. Р изь точки А иря- 
мую АС, перпендикулярную къ ДЁ, 
и на пх. © изъ точки С прямую 
СЕ, перпендикуляряую кь ДЕ. 
Тогда уголь АСЕ, какъ линейный 
уголь прямого двугр. угла, будетъ 
прямой. Поэтому лия АС, обра- 
зух прямые углы съ СБ и СЕ, будетъ перпендикуляромъ къ 


Черт. 249 
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ил. @. Но изъ точки А нельзя опустить на плоскость © 
двухъ различныхъь перпендикуляровъ; 
значить, АВ сливается съ АС. 

350. Теорема. Пересьчеше (АБ, 
черт. 251) двухё плоскостей (Ри 9), 
пертендикулярныхь къ туетъей плос- 
кости (ЕВ), есть пертендикуаярь къ 
этой паюспости. 

Черезъь какую-нибудь точку А ли- 
ви пересВчен!я вообразимъ перпенди- 
куляръ къ пл. А. Этоть перцендику- 
Черт, 251 ляръ долженъ лежать и въ пл. © (349), 

и въ лл. А; значить, онъсольется сь АБ. 


Уголъ двухъ непересфкающихся прямыхъ. 


З5А. Опредблене. Угломъ двухъ неперес®кающихся пря- 
мыхь АВ и СО, которыхъ 


В М, дано положеше и направлс- 

0. Мо — х 6, назв. уголь М ОМ, кото- 
А к ' * рый получится, есь изъ про - 
С извольной точки ипростран- 


ства О проведемъ прямыя 
ОМ и ОМ, соотв тственио 
параллельныя прямымь АВ и СЛ и одинаково съ ними 
направленныя. 

Величина угла МОМ ие зависить отъ положешя точки 
0. Въ самомъ дВлз, если построимъ указаннымъ путемъ 
уголь М, О, № при какой-нибудь другой точк® О,. то МОМ= 
—=М,0,М№,, такъ какь эти углы имфютъ соотвгственно па- 
раллельпыя и одинаково направленвыя стороны. 
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Уголъ прямой съ илескобтью. 


$53. Опредфлене. Когда прямая АВ наклонна къ плое- 
кости Г, то уголъ ея съ этою плос- 
костью называютъ уголь АВС, со- А 
ставленный наклонною АВ съ ея ; 
проекщей ВС. 

Этоть уголъ есть наименьший 
изъ всфхъ угловъ, которые наклон- 
ная образуетъ сь прямыми, прове- 
денными на плоскости Г черезъ осно- 
ване наклонной. Докажемь, напр., 
что ДАВС меньше / АВР. Для этого 
отложлыь ВО=ВОС и соединимъ Р съ А. У тр.-ковъь АВС 
и АРВШ двф стороны одного равны соотв тственно двумъ сто- 
ронамъ другого, но третьи стороны не равчы, а именно АР 
>АС (наклонная больше перпендикуляра). ВелБдетые этого 
ХАЗВЬ больше ДАВС (54). 


Черт. 253 


ГЛАВА \. 
Многогранные углы. 


353. Опредфленя. Возьмемь нФсколько угловъ (черт. 
254): АБВ, В5(, 05Ш...., которые расположены въ одной 


.\ Е 

— 0 
5— 
в—^_ / 

\ > 

/\ “ 

С ‘р 
Черт. 354 Черт. 255 


плоскости вокругь общей вершины 5. Повернемъ уголь 45В 
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вокругь общей стороны СВ тахъ, чтобы плоскость А5.В соста- 
вила нЪкоторый двугранный уголъ съ пл. ВЭС. Зат%мъ. не 
измняя получившагося двуграннаго угла, повернемъ его во- 
кругь прямой ©С такъ, чтобы пл. В5С составила н%кото- 
рый двугр. уголь съ пл. СФО. Продолжаемъ такое посл$- 
довательное вращеше звокругъ каждой общей стороны. Если 
при этомъ лослЗдняя сторона 5] совм$етится съ первою сто- 
роною 5А, то образуется фигура (черт. 255), называемая 
мноотраннымь умом5. Утлы АФБВ, В5С... наз. плоскими 
углами или зранями, стороны ихъ ОА, ©В... наз. ребрами, 
& общая вершина 5 — вериииною многотраннаго угла. Каждому 
ребру соотв тетвуетъ двугр. уголь; поэтому въ многогранномъ 
угл столько двугранныхъ угловъ и столько плоекихъ, сколько 
въ немъ вефхьъ реберъ. Наименыцее число граней въ многогр. 
угл три; такой уголь наз. трераннымь. Могутъ быть углы 
четырегранные, пятигранные и т. д. 

Мпогогравный уголъ (черт. 255) обозначается или одною 
буквою 6, поставленною у вершены, или же рядомъ буквъ 
БАВСЛЕ, изъ которыхь первая обозпачаетъ вершину, & про- 
ч1я — ребра по порядку ихъ расположевя. 

Многогранный уголъ наз. выпукинмь, если онъ весь располо- 
женъ по одну сторону отъ каждой своей грани. Таковъ уголь, 
изображенный на черт. 255. Наобо- 
ротъ, уголъ на черт. 256 нельзя наз- 
вать выпуклымъ, такъ какъ онъ рас- 
положенъ по 06$ стороны отъ грани 
АбБ, пли грани В5С. Если веЪ 
грани многогр. угла пересечь пло- 
скостью, то въ счет образуется 
многоугольникъ (абс4е, черт. 255 и 
256). Въ выпукломъ угл этотъ мно- 
гоугольникъ тоже выпуклый. 

Черт. 256 Мы будемъ разсматривать только 
выпуклые многогранные углы. 

354. Теорема. В» треранномь узиь каждый плосми 
47045 меныше суммы двухь дуумить илоскить умовб. 

Пуеть въ угл ЗАБС паибольний изъ плоскихъ угловъ 


З 
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будегь АБС. Докажемъ, что даже этотъ наибольший уголъ 
меньше суммы двухъ остальныхь. Отложимъ 
на углф 45С часть АЗО, разную АБВ. 
Проведемь въ плоскости угла АЭС какую 
нибудь прямую АС, пересФкающую 5) въ 
точк$ О. Отложимъ $В=5О. Соединивъ В 
сь А и С, получимъ Л АСВ, въ которомъ: 


АРТ РО<АВ-+ ВС 


Тр.-ки АЗ) и АББ равны, такъ какъ 
они содержать по равному углу, заключен- 
ному между равными сторонами; сл®д. А) == 
— АВ. Поэтому зъ выведенномъ неравенств® можно отбро- 
сить равныя части АР и АБ, послЪ чего получимъ: 

рс< вс 
Теперь замфчаемтъ. что у тр.-ковъ 9СЛ и СВ двЪ стороны 
одного равны двумъ сторонамъ другого, & третьи стороны 


неравны; въ такомъ случаВ противъ большей изъ этихь ето- 
ронъ лежить больший уголь; значитъ: 


уголь 05) < угла СбВ 
Придоживъ къ лфвой части этого неравенства, уголь 45), 
а кь правой равный ему уголь АБВ, получимъ неравевство, 
которое требовалось доказать: 
уг. 45С < уг. АЗВ-г-уг. ОБВ. 

355. Теорема. Вз вымукломь мною- 
врианномь Аль сумма плосиихь 314066 
меньше 44. 

ПересВчемь грани выпуклаго угла, 
бАВСШЕ какою-нибудь плоскостью; 
отъ этого въ сфчеши получимь выпук- 
лый т-угольникъ АВСРОЕ. Примфняя 
теорему предыдушаго параграфа, къ каж- 
дому изъ трегранныхъ угловъ, образовав- 
шихся при точкахъ 4, В, С, Фи 
Е, находимт: 

АВС<АВБ-+ 5ВС; ВСЬ < ВО5- 500....... 


5 


Черт. 251 


Черт, 258 
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Сложимъ почленно всЪ эти неравенства. Тогда вь яфвой части 
получимь сумму всфхъ угловъ многоугольника АБОРЕ, ко- 
торая равна 24» —44 (85), а въ правой — сумму угловъ 
тр.-ковь 45В, В5С...., кромф тфхь угловъ, которые лежать 
при вершинз 5. Обозначая сумму этихъ посафднихь угловъ 
буквою х, мы получимъ посл сложеня: 


2ап—4а< 24-х 


Откуда: х< 44 


Равенство трегранныхь угловъ. 


356. Дополнительный уголъ. Изь вермины 5 трегравнаго угла 
8АВС возетавимт къ грани АВ перпепдикуляръ $С,, направляя его въ 
ту сторору отъ этой грани, въ которой 
распозожено противоположное ребро 
50. Подобно э%“ому проведемъ цернен- 
дикуллруъ 54, къ трани ВХС н В, въ 
грани АБС. "'Грегранный уголъ, у ко- 
тораго ребрами служатъ прямыл 5Д,, 
$В: и $0:, ваз. дополиительнымь для 
угла ЗАВС. 

ЗамЪтимт, что если для угла АВС 
домолнительнымь служить уг. А, В: Су» 
то и наобороть: для уг, 5.4,В, С, допол- 
вительнымь угломъ будеть 5АВС. ДЪйствительно, плоскость 5.4. В, иро- 
ходя черезь перпендикухяры къ плоскостямь Ш5С и 45С, периендику- 
лярна къ димь обЪимъ, & сл$д. п къ хинт ихь пересфченя 5 С; значить, 
ирямая 5С есть периендикуляръ къ грани 54,8, и, кромф того, она рас- 
положена по ту же сторону оть этой грани, по которую лежижъ проти- 
зопохожное ребро 5С:. Подобно эгому убЪдимел, что прямыя $5В и 5А 
соотв тетвенно перневдикузярны къ гранямъ У4,С; в 5В,С: и располо- 
жены но ту сторону отъ нихь, но которую лежать ребра 5В\ и БА.. 
Значить, углы АВС и 54. В:С\: взацмно дополиительны. 

359. Лемма |. Если два прегранные ума взанмно допозлнитель- 
иы, по плоске уаы одною служать дополнещемь д0 24 къ противополож- 
нимь двураниымь ушамь друютю. 

Каждый плоск!й уголь одного изь взаимно дополингельныхь трегран- 
ныхь углонъ образовань двумя и’ригидихуаирими, возстановленнымн №Ъ 


А 


Черт, 259 
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трапямъ иротивоноложнаго двуграннаго угла другого треграппаго, изъ 
одной точки его ребра Замфтивъ это и прилявъ во внимане направле- 
не перцендикуляровт, возьмемъ какой-пибудь хву- 

гралный уголь АВ и изь произвольпой точки В ео А | 
ребра звозставимъь иерпендикуляры: ВЕ къ трани 

АР и ВР къ грапи АС и зат%мъ черезъь Ви ВЕ 
вообразимь илоскоеть, которая должна быть пер- 
пендикулярна къ ребру ЛВ (348,350). Пусть пере- 
сфчен!я этой плоскости съ грапями угла АВ будутъ 
прлмыя 8Си ВО. Тогда уголь СВО долженъ быть В 


А 
линейпымт, угломь двугранпахо 43. Такъ какъ сто- \ 

роны угла ВЕ соотвЪтетвенно периендиквулярны \ с 
ыь сторопамъ угла СВО, и эти углы не равны, то ие 

сумма ихъ равна 24 (82); что и требуется до- 

казать. Черт. 260 


358. Ленма 2. Гавиымь трепиннымь зуламь соотвътствують 
равные дополнительные лы и обрати. 

Равные треграввые углы при вложеши совы щалотся; поэтому совм5- 
щаются и тз перлепдикуляры, которые образуют» ребра допохвитель- 
ныхъ угловъ; значить, доколнительные угли также совмфщаются. 


Обратно: если совуфщалотся дополнительные углы, то совуфщаются 
и данные углы, 


$59. Теоремы. /ретранные уаы равны, если оли измзьють: 

19, 90 равному двеуиранному уму. заглюченному между двумя соот- 
вътетвенно равиими и одинаково располоэсенными плоскими улами; 

или 2, по равному плоскому уму. загллоченному между двумя соот- 
ытетвенно равными п одинаково расположенными делранными плами; 


нли 8%, по зири соотвътетвекно равныть и одннаково расположен- 
ныхь плоскить лаа; 


5 5, 
и \ 
р \ / Ш \ 
\ д \ 
А С А / С, 
В В 


Черт, 261 


или 4%, #0 три соотвественно равныхь и одинаково расположен- 
нихо двуранныхь дала. 


А. Н. КИСЕЛЕВ. 15 
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10. Пусть 5 и 5, два зреугольные угла (черт. >61), укоторыхъ: / АВ= 
—=/ 4:5 В, / 45С = Д 45 С! идвугр. уг. А5 — двугр. уг. 4151. Вложимъ 
уголь 5) въ уголь 5 тавъ, чтобы у нихь совпали: точка 51 съ 5, прямая 
51.41 съ 5 Аи илоскоеть А 51 В; съ АБВ. Тогда ребро 5, В, пойдетъ по 5В(по 
равенству угловь .415,В; и АБВ), плоскость /419\С; пойлетъ по АБС (по 
равенству двугранныхь угловъ), и ребро 5, С, мо ^С (мо равенству \м- 
лов 415С] и АБС). Такимъ образом, треграяные углы совыфетятея 
во всЗхь своихъ частяхъ, т.-е. они будутъ равиы. 

2. Второй призпакъь доказываетсл вложешежь иодобдо первому. 

59. Пусть в и 5: (черт. 262) будуть два трегравяые угла, у кото- 
рыхъ плоеюе углы одного равпы соотвтственно плоскимъ угламь дру- 
гого, н кромЪ того, равные углы одинаково расположены. 


Черт. 262 


Отложнимъ на всфхъ ребрахъ произвольные. но раввые, отр$зки: 
А —=5В=9С=5 А, =... и построияъ тр.-ки АВС и 4.В,0С.. Изъ ра- 
венства гр.-ковъ АВ и 4,В,51 паходимь: АВ — А,Б.. ИМодобио этому 
изъ равенства другихъ боковыхъ тр.-ковъ выводим: АС—А:С\н ВСВ С:. 
Сл$лд., А ЛВС-- Д 4, В,С1. Опустимъ на плоскости этнхъ тр.-ковъ пер- 
пендикучяры 50 и 5.01. Тавъ какъ паклонвыя 54, В и 5С равны, то 
должны быть равны ухъ проекщн ОА, ОВ и ОС; значить, точка О есть 
центрь круга, онисаннаго около тр.-ка АВС. Точно также точка 0, есть 
центръ круга, описаннаго около тр -ка 4.В:С1. У равных тр.-ковъ ра- 
муеы описанныхь кругове равны; значить, ОВ -— О, В!. Поэтому ДЗВО— 
— А $4 ВО, (по гипотенуз$ и катету), и, слд., 05 — 0151. Вложимь те- 
перь фигуру 514, В, С; въ фигуру 5АВС такъ, чтобы равиме тр.-ки А.В, С, 
и АВС совыъетились; тогда совм стятел описанныл окружпости, и, ся$д., 
нхъ цептры Оц и 0; вел детье этото пернендикуляр О\5: пойдетъ по 
05, и точка 5: упадет въ 5. Таким образомъ трегранные углы совы%- 
стятсл вофми своими частями, т.-е. они будутъ равны. 

49. Чегвертый признак легко доказывается ири помощи домолни- 
техьныхъ угзовъ. Если у двухъ трегранныхъ угловъ соотв5тствевно равны 
и одинаково расположены дездзранные углы, то у ихъ дополнительныхъ 
угловъ будуть соотвЪгсгвенно равиы и одинаково расположены ялоскме 
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углы (357); сл$д., дополнительные углы равны; & если равны дополни- 
сельные. то равны и данвые углы (358). 

360. Синнетричные многогранные углы. Какъ извЪстно, верти- 
кальные углы равны, если р$чь идетъ объ углахь, образоваиныхъ пря- 
МЫМИи ИЛИ ИЯОСкосеями. 

Поемотрють, примфнима ли эта, истипа къ 
угламъ многограннымь. 

Продолжимь всЪ ребра угла БАВСЬЕ зи 
вершину; тогда образуемъ другой миногогран- 
ный уголь 54,8, С,.П. Е, который можно на- 
звать вертихаьнымь по отношенио кь перво- 
му углу. Пе трудно видфть, что у обоихь у!- 
ловъ раввы соотвзтетвенно и плосв1е углы, 
и двугранные; но т% п друпе расположены 
в обратномь порядюь. ДЪйстзительно, если 
мы вообразимь наблюдателя, который смот- 
ритъ извнВ многограннаго угла па сго вер- 
шину, то ребра 5А, 5В, 50. 5Ъ, 5Е будуть 
казаться ему расположенными противь дви- 
жешя часовой стр$лки, тогда какъ, смотря 
на уголь 54.801, онъ увидить робра 
ЗА; ОВ|... расположенлыми по движеншю ча- 
совой стр$лки, 

Многограоные углы съ соотвЪтственно равными илоскими н двугран- 
выми углами, но расположепныхи въ обратномъ норядк$, вообще ве 
могуть совмфетиться лри вложени; значит», они не равны. 'Гаме углы 
называются скмметрииныли". 


Черт. 263 


КНИГА ИП, 


МНОГОГРАННИКИ. 


ГЛАВА [. 


Свойства параллелопепеда и пирамиды. 


зв. Многогранникъ. Многогранникомъ наз. т$ло, огра- 
ниченное со везхъ сторонъ плоскостями. Многоугольники, об- 
разованные пересЗченемъ этихъ плоскостей, наз. зранями, 
ихъ стороны —ребрами, а вершины—6вершинами многогран- 


15* 
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ника. Прямыя, соединяюции двз каыя-нибудь вершины, не 
приложатя къ одной грани, наз. Фазюналями. 

Мы будемъ разсматривать только выпуклые многогранники, 
т. е. таше, которые раслоложены по одну сторону отъ каж-- 
дой своей грани. 

Наименьшее чис.1о граней въ многогранник$ четыре; та- 
хой многогранникъ получается отъ пересфченя треграннаго- 
угла какоюо-нибудь плоскостью. 

362. Призма. Призмою наз. многогранникъ, у котораго- 
двЪ грани равные многоугольники съ отв тственно параллель- 
ными сторопами. & вс остальныя грани — парахлелограммы. 

Чтобы локазать возможность существовавя такого много- 
траниика, возьмемъ какой-нибудь мно- 
гоугольникь АВСДЕ и черезь его 
вершины проведемъ рядъ параллель- 
пыхь прямыхь, не лежащихъ въ его. 
плоскости. Взявъ затВмъ на одной изъ. 
этихъ прямыхъ произвольную точку 4, „. 
проведемъ черезъ нее плоскость, парал- 
лельную плоскости АВСШОИ; черезъ 
каждыя дв» послЪдовательныя парал- 
лельныя прямыя также  проведемъ. 
плоскости. Пересфчеюме всхъ этихъ. 
илоскостей опредФлитъь мпогогранникъ 

Черт. 26+ АВСРЕА, В, С Р.Е, удовлетворя- 
ющИ опредзленю призмы. ДЪйствительно, параллельныя плос- 
кости АВСОЕ и 4, В, 0,0, 1, перескаются боковыми плос- 
костзми по параллельнымь прямымь (332); поэтому фигуры 
ЛАГ. Е, ВЕБ и т. д. параллелограммы. Съ другой 
сторопы у многоугольниковь АВОРЕ и 4, В, С.Р. Е, равны 
соотвЪтственно стороны (какъ протизопохожныя еторопы па- 
раллелограммовт,) и углы (какь углы съ параллельными и 
одинаково направленными сторопами}; слВд., эти мяогоуголь- 
ники равны. 

Параллельные многоугольники АВСДЕ и 4,65,С 0, Е, 
наз. основаиями привмы; периендикуляръ ОО,, опушенный 
изъ какой-нибудь точки одного оснозаюя на другое, паз. 
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зысотою призмы. Параллегограммы н83. боковыми зранями 
призмы, а ихь стороны, соединяюцйя соотвЗтетвенныя вср- 
тины основал й— боковыми ребрами. У призмы ве боковыя 
ребра равны, хакъ отрЗзки параллельныхь прямыхъ, заклю- 
ченные между паралалельными плоскостями. 

Призма наз. прямою или наклюнною, смотря потому, бу- 
дуть чи ея боковыя робра периендикулярны или наклонны 
къ основашямъ. У прямой призмы боковыя грави суть пря- 
моугольпики. За высоту такой призмы можно принять боковое 
ребро. 

Прямая призма паз. правиюною, еели 
ея осповашя правильные многоугольники. 
У такой призмм вез боковыя грани суть 
равные прямоугольники (черт. 265). 

Призмы бываютьъ: треугольныя, четы- 
реугольныя и т. д., смотря по тому, ле- 
житъ ли въ основанм треугольникъ, че- 
тыреугольникь и т. д. 

363. Параллелопипедъ. Такь назы- 
ваютъ призму, у которой основанями слу- 
жатъ параллелограммы (черт. 266). 

Царатледонипеды могутъ быть ирямые и наклонные. Пря- 
мой пара глелопиледь паз. прямоуюднымеь, если его основа- 
ня прямотгольники (черт. 267). 


Черт. 265 


Черт. 266 Черт. 26% 
Изъ этихь опред®ленй слёдуетъ: 
41°, у пареллелопипеда, всВ шесть граней параллелограммы. 
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2°, у прямого параллелопипеда четыре боковыя грани пря- 
моугольники. 

3°, у ирямоугольнаго параллелопиледа веЪ грани прямо- 
УГОЛЬНИКИ. 

Три ребра прямоугольнаго параллелопипеда, сходятяея 
въ одной вершинЪ, наз. его изжзьренями:; одно изъ нихъ можно. 
разематривать, какь длину, другое, какъ ширину, а третье, 
какъ высоту. Прямоугольный параллелопипедъ, имфющ рав- 
ныя изм?реня, наз. лубомь. У куба ве грани — квадраты. 

зва. Пирамида. Это есть многогранникъ, у котораго, 
одна грань, называемая основанлемь, есть какой-нибудь много- 
угольникъ, & вс остальныя грани, называемыя боковыми, —- 
треугольлаки, им5юте общую вершину. 


Черт. 26$ Черт. 269 Черт. 210 


Чтобы получить пирамиду, достаточно какой-нибудь мно- 
гогранньй угозъ 5 (черт. 268) пересБчь произвольною плос- 
костью АВСР. 

Общая вершина © боковыхъ треугольниковъ наз. верии- 
ною пирамиды, а перпендикулярь 50, опущенный изъ вер- 
шины на основане, —высотою ея. 

Обыкновенио. обозначая пирамиду буквами, пишутъ сна- 
чала ту, которая поставлена у вершины; напр. БАВСГ 
(черт. 268). 

Пирамиды бываютъ: треугольпые, четыреугольные и т. д., 
смотря по тому, лежить ли въ основаши треугольникъ, че- 
тыреугольникъ и т. д. 'ТГретгольная пирамида (черт. 269} 
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наз. иначе петраядромз; у такой пирамиды вс четыре гра- 
яи треугольники. 

Пирамида наз. нравильною (черт. 370), если ея основа- 
не есть правильный многоугольникъ, и высота проходитъ че- 
резъ центръ этого многоугольника. Въ правильной пирамид8 
всВ боковыя ребра равны между собою (какъ наклонных съ 
равными проекщями). Поэтому всф боковыя грани правиль- 
ной пирамиды суть равные равнобедренные тр.-ки. Высота 
3. (черт. 270) какого либо одного изъ 
этихъ тр.-ковъ наз. апобемою. Вс апо- 
оемы въ одной пирамид равны. 

365. Усфченная пирамида. Отрф- 
зокь пирамиды, заключенный между 
основатемь АВСОГ и сЪкущею плос- 
костью 4,8,0Р,Е,, параллельною 
основано, наз. усъченною пирамидою. 
Параллельные многоугольники наз. 0с- 
новамями, а разстояте между пими 
ОО,—высотою. Усфченная пирамида 
назв. правильною, если она составляет"ь 
отр$зокъ правильной пирамиды. 


$ 
4 


ем 


В С 
Черт. 271 


Равенство иризиъ и пирамидъ. 


З66В. Теорема. До» призмы или двь пирамиды равны, если основа- 
не в боковая трань одной и основаще ‘и боковая 1рань друл0й соотвьт- 
ственно равны, одинаково наглонены и одинаково расположены. 


В В, 
Черт. 272 Черт. 273 
Пусть въ дьухь призмахь соотвЪтственно равны и одинаково распо- 
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ложепы основав]я и боковыя грани АР и 4.72, и еверхъ того равны 
двуграпные углы АВ и 4 В,. Влощимь одну призму ть другую такъ, 
чтобы у пихь совнали равныя осповашя. 'Гогца, по равепству двугр. у 
зовъ, грапь 41.0), нойдеть по АЛ, п хакъ какь эти грапп равны и оди- 
наково расположеры, то опф созцадутъ; по тогда совнадутъь и верхщя 
основания (какъ нпараллельныя и равпыя нижнимь оспова1ямъ), т.-с. 
призмы совуБстлуся. 

То же доказательство иримвиястея и къ иирамидамь (черт. 273). 


Свойства граней и дагоналей параллелонинеда. 


369. Теорема. /5 паразллелопинедь пропиивонололсныя 
зрани равны и параллельны. 

Такь, граши ВВ ССи ААВ 
нараилельны, потому что двЪ пересё- 
\‹ каюпяея прямыя В.6, и В, С, одной 
/ ’ трани параллельны двумъ пересЁка- 
ющимся прямымъ АД, и 41,1), другой 
А. Г } (331,2°); эти грапа и равны, ташъ 

` какъ В, С -=4,.0,, Б, ВЕЕА, А (какъ 

УВ противоноложныя стороны паралле- 

В. с юграммовь) и / ВВ, = АЛЬ, 

Черт, 27.1 (338). 

368. Теорема. В» параллелониляедь ОФитонали пересь- 
каются вь одной точкь в дълятся в5 пей пополам». 

С Возьмемъ въ параллелонипед® 4 С) 

А калйя-пибудь дв дагопами, напр. 

"и! Ж АО и ОВ,, и проведемь прамыя 

—— 7 ВАВ, и ЛС,. Тажъ какъ ребра АД 

чи”. / и В, С, соотвфтетвенно равиы и па- 

.” /  фаллельны ребру ВС, то ови равны 

и параллельны между собою; велл- 

стые этого фигура АБС, ВБ, ость 

[ у паралзелограммъ (97,2°), въ когоромъ 

А "В АС и ОВ, —магонали; а въ па- 

Черт. 275 раллелограмиВ дагонали перес$ка- 

ютея пополамь. 
Это доказалезьство можно повторить о кеждыжь доуть 


А И 


р 
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Филоналяхь; поэтому магональ АС, пересВкается въ ВП, 
пополамъ, матональ ВО, пересфкаетея съ 4,С пополамъ; 
такимъ образомъ, всВ четыре догонали пересЗкзмотся попо- 
ламь, и сл$д. вь одной точк$. 
з6вэ. Теорема. Б5 прямоуюльномз параллелопиледь квад- 
ралнз дкионили равень суммь квадратов трех еб измьрени. 
Пусть 4 С, есть дагональ прямоуголь- 
наго параллелонацеда. Проводя АС, по- 
лучимъ два тр.-ка: АСС и АСВ. Оба 
они прямоугольные: первый потому, что 
параллелонипедъь прямой, и, слЪд., ребро 
СС, перпендикулярно къ основан!ю; вто- 
рой потому, что параллелопипедь иряло- 
Злольный, значитъ, въ оеновави его ле- 
жить прямоугольникъ. Изъ этихь тр.-ковъЪ 
находимъ: р 
АС, ?= Аб? СС? и АС=АВ-- ВС’. Черт. 216 
Сад. 4С?= АВ - ВС’ -- СС? -= АВ"-- АТ АА,’. 
330. Слёдстве. 25 прямоуюльномь параллелонитедь 
всь Онаонали равны. 


Свойства параллельных сбчешй въ пирамид. 


З31. Теоремы. Ёсли иирамида (черт. 277) переспчена 
плоскоспию, парчллельною основано, зпо: 

1°, боковыя ребра и высота дълят- 
ся этою плоскостью на части пронор- 
апанальныя; 

2°, в5 съчениу получается мнолоулюл- 
никь (абе4е), подобный основанию; 

3°, площади съчетя и основаная от- 
носятся, какь квадраты ить разстоянй 
0715 вершины. 

1°. Прямыя чб и АБ можно раземал- 
тиваль. какь пересчешя двухъ параллель- 
ныхъ плоскостей (основаня и с%кущей) 
третъею плоскостью 45.В); поэтому 46 [| АЗ Черт. 211 
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(332). По той же причин 5с |! ВС,са || ОТ.. и ат || АМ: вед- 
сте этого (192). 
ба 5556 _ 5 
аА ВБ сб“ тм 
2°. Изъ подобя тр.-ковъ АБВ и а50, ватфмъ ВОС и 556 
ит. Д., ВЫВОДИМЪ: 


АВ_ В5. В5__ ВС. . АВ _ВС 
д 59° 59 Ш) О: ты 
в 08. 08 Ор. о в бр 
е-`в5) еб сз ОТЕТ о —ц 


Такъ же докажемъ пропоршюональность остальныхъ сто- 
ронъ мн.-ковъ АВСОЛ и абсае. Такъ какъ, сверхь того, 
у этихъ мн.-ковъ равны соотвфтственно углы (какъ образо- 
ванные параллельными и одинаково направленными сторонами}, 
то они подобны, 

3°. Члощади подобныхъ многоугольниковъ относятся, какъ 
квадраты сходственныхь сторонъ; поэтому: 


илощ. АВСрЕ __ АВа__ (28) 
плош. афе@е `` 7 а, 


АВ 45 __ М8 


Но р ия 
Значатъ: площ. АВСРЕ _ ‚МЗ \?_ М5 
° плош. афсае = (5; — тб 


393. СлЬдствые. У мравильной усъченной пирамиды 
верхнее основанле есть правильный мнозотольникь, 4 бонко- 
выя зрани суть равныл и равнобочныя трапеци (см. черт. 
271). 

Высота какой-нибудь изъ этихъ трапещй наз. а700емой 
праз. усЗч. пирамиды. 

393. Теорема. Если 99% пирамиды сё равными высо- 
зпами разсъчены на одинаковомь разстояни отз вершины 
плоскостями, параллельными основамямъ, то площади ст- 
Чен пропорилональны площадямз оснований. 

Пусть В и В, будуть площади основан двухъ пира- 
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мидъ, М высота каждой изъ нихъ, Би В, площади ефченй 
плоскостями, параллельными основанямъ и удаленными отъ. 


Черт. 218 


вершинъ на одно и то же разстояне №. Согласно предыду- 
щей теорем мы будемъ имЪть: 


[ __ № В. 2 
В В? в МН 
_Ь 

Откуда: — В: 


зза. Слдетв!е. Если В=В,, тои Б-Ь,, т. е. ебли 
у 06ух5 пирамид с5 равными высотами основаня равнове- 
дики, то равновелики и съчемя, равноотстояиия отз вер- 
чины. 


ГЛАВА Г1. 
Боковая поверхность призмы и пирамиды. 


3395. Теорема. Боковая повертность призмы равна про- 
изведентю периметра перпендикулярнаяю съченмя на боковое 
ребро. 

Перпендикулярнымь сЪчешемь (черт. 279) наз. много- 
УГольникъ а6с4, получаемый отъ перес$чен!я призмы плоскостью, 
перпендикулярною къ боковымъ ребрамъ. Стороны этого много- 
угольлика перпендикулярны къ ребрамъ. 
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Боковая поверхность призмы есть сумиа илощадей па- 
раллелограммовъ; въ каждомъ изъ нихъ 
за основане можно взять боковое реб- 
ро, а за высоту сторолу иерпендику- 
лярнаго сфчешя. Поэтому: 


Бок. нов. — АА, ‚ ай -- ВВ, (бе — 
+ С0,.‹а+ БЛ, .да= (а веса 
да). АЛ. 


336. Слёдстье. Боковия поверг 
ность прямой призмы равна произве- 
денио периметра основаная на вызоту. 
потому что въ такой призм$ за пер- 
пендикулярное сфчене можно взять само осяоваше, а боко- 
вое ребро ся равно высот. 

333. Теорема. Боковая поверхность правильной пира- 


миды равна произведентю периметра основаня на половини 
«товемы. 


Черт, 219 


Пуеаь БАВСРЕ сеть прав. пирамида 
и ©4[ ея аповема. Боковая поверхность 
этой пирамиды есть сумма площадей рав- 
ныхъ равнобедренныхъ тр.-ковь. Площадь 
одного изъ нихь, напр. АЗВ, равна АВ. 
1/5. Если вефхъ тр.-ковъ п. то боковая 
поверхность выразится (АВ. п). '/, 5М. 
гдз 4БВБ.л есть перимстръ освованя, а 

ЭМ эпоевема. 
338. Теорема. Роковая поверхность 
правильной усьченной пирамиды равна 
Черт. 280 произведено полусуммы периметровз обо- 

иль оснований на аповему. 

Эта поверхность есть сумма площадей раввыхь трапещй. 
Площадь одной изъ нихъ, напр. АабВ (черт. 280) равна 
1/, (АВ- а). Мэт (280). Если число вефхь трапеций есть , тс 


РИ АВ.н + 06. 
и „М. вп=1°1 т" Уп 


бок. нов. = ъ -. 
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гд8 АВ.я и б.п суть периметры нижняго и верхняго осно- 
ран. 


Задачи. 


327. Высота прямой иризмы, которой основане есть правильный 
зреугольникъ, равна 12 метрамъ, а сторона основан1я 3 метр. Вычиелить 
иодную поверхность призмы. 

328. Полная поверхность лрямоугольнаго лараллелолиледа равна 1714 
кв, футовъ, а перавныя стороны основан]я равны 95 и 14. Вычислить 
боковую поверхность и боковое ребро. 

329. Зъ прямоугольвомт параллелонипед% с% квадратным основанемт 
и высотою й проведена сЪЗкужал ллосхость черезь два противополож- 
ныя боковыя ребра. Вычислить полпую поверхяосль нараллелопипеда, 
зная, уго площадь сЗчешя равна ». 

330. Правильная шестпугольная пирамида имет сторону осяовани 
«и высоту #. Вычислить боковое ребро, ановему, боковую поверхность 
ц нолную поверхность, 

331. Вычнелить полную поверхность и высоту треугольвой пирамиды, 
у которой каждое ребро равно а“. 

335. Правильная шестиугольная пирамида, у которой высота, 25 сантим., 
а сторона основан1я 5 сант., разсЪчепа плоскостью, параллельною осно- 
раню. Вычиелить разстоян1е этой плоскости отъ вершины пирамиды, 
зная, 910 площадь сЪчепия = 10/3 квадр. саят. 

333. Высота усфченной пирамиды съ квадратнымъ основан1емт, равиа 
й. егорона вижнаго основашя а, а верхвяго 5. Найти полную поверх- 
ность усЪч. пирамиды. 

334 Высота усфченной пирамиды равна 6, а илощади осповавй 18- 
и 8. Пирамида разсе$чена плоскостью, параллельною основазтямт, и дЗ- 
лящею высоту пополамъ. Вычиеличь площадь сЪчен1я 


ГЛАВА Ш. 
(бъемь призмы и пирамиды. 


339. 0бьемъ. Объемомъ гоометрическаго тфла наз. ве- 
мичина той части пространства, которую занимаетъ это тЗло. 
Гавныя тёла, т. е. совм щаюцияся при влоязени, имотъ и 
равные объемы. Но и неравныя „тЪла могутъ имфть одинаковые 
объемы. Если, напр., мы разрфжемъ дагональною плоскоетью 
параллелопипель (черт. 281) на части Р и Фи затВмъ часть. 
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Р приложимъ къ @ такъ, чтобы она заняла ноложенше Р,, то 
получимъ другой нпараллелопипедь, не 
равный первому, но имЪющй съ впимь 
‚ одинаковый объемъ. 

| Два тзла, у которыхъ объемы оди- 
: наковы, ваз. равновеликими. 

350. Единица объема. За еди- 
ницу объема берутъ объемъ такого ку- 
ба, у котораго измВреше равно линей- 
ной единип$. Такъ, употребительны: 

Черт. 282 куб. аэршинъ, куб. метръ ит. п. Зам#- 
тимъ что куб. метр наз. иначе стерь, а куб. дециметръ-— лить. 


А 
„в 


хе. 


0бъемъ прямеугольнаго параллелоничеда. 


38. Лемма 1. Обземы прямоуюльныхь параллелопипедовь, 
имюющить равныя основиия, относятся. какё ить высоты. 
Если прямоуг. иараллелопипеды имфють равных основа- 
ня, то ихъ можно вложить одинъ въ другой. Пусть Аа и 
АР (черт. 282) будуть таше два параллелопипеда. Раземот- 
фимъ два случая, 
12°. Высоты ВЕ цв ВМ соизмъримы. Пусть общая мфра. 
высотъь содержится #* разь вь ВРим разъ 
Е н 35 ВМ№. Проведемъ черезъ точки дзленя 
рядъ плоскостей, параллельныхь основанию. 
с Тогда пар.-дъ АС раздВлитея на, т, а пар.-дъ 
АР ва п равныхъ частей; такимъ образомъ 
р Мы получимъ: 
ВЕ _т Объемь Аб _т 
ВМ п" Объем АР п 
Объем Аб__ВЕ 


д Сл. Объемь АРВ 
2°. Высоты ВЕ и ВМ несоизмьримы. 
3 С Раздёлимь ВМ на п равныхъ частей и одну 
Черт. 282 часть отложимь на ВЕ столько разъ, сколь- 
ко можно. Пусть '/, доля ВМ содержится 
въ ВР болфе т разъ, во менфе т--1 разъ. Тогда, проведя 
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10 прежнему рядь плоскостей, параллельныхъ основаню, мы 

раздёлимь пар.-дъ АР на * такихъ равпыхь частей, какихъ 

въ пар.-д8 АС содержится боле т, но мене т-!-1. Сл8д.: 
ВР 0б. А@__т 


приб. отн —* к приб. отн. - — 
РО о Ва И ПРИ. 01-6. ри 


Такимь образомъ, приближепныя отношен!я, вычисленныя 
сь произвольною, но одинаковою точностью, равны; & Въ этомъ 
и состонтъ равенство несоизмВримыхъ отношений. 

$52. Лемма 2. Объемы прямоуюльныхь параллелотитедовз, 
имъющихь равныя высоты, относятся, какь площади их 
основан. 


Черт. 283. 

Пусть Р и Р, два прямоугольные паралхелопипеда. 0бо- 
значимъ неравныя стороны основавя одного изъ нихь черезъ 
аи ф, а другого черезь а, и 6,. Возьмемъ вспомогательный 
прямоугольный пар.-дь ©, у котораго высота такая же какъ 
у дапныхь тфлъ, а основащемъ служить прямоугольникъ со 
сторонами « и. У иар.-довъ Ри О передн грани (по- 
крытых на чертеж горизонтальными штрихами) равны. Если 
примемъ эти грани за основашя, то выеоты будуть фи 6, 
и елВд. (381): 

Объемъ Рь 1 
Объемъ 96 

У пар.-довъ Фи Р.. боковыя грани (покрытыя на чер- 
теж вертикальными штрихами) равны. Если примемъ эти гра- 
ни за основан!я, то высоты будуть а и а, и сл8д.: 


Объемъ О а 
Объемь Р; а; [2] 
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Перемноживъ равенства [1| и [2], найдемъ: 
Объемъь Р__ 4 
Объемь Ру 
Такъ какъ 4 выражаетъ площадь основавшя пар.-да Р, 
а «6, — площадь основашя пар.-ла Г,, то лемма доказана. 
383. Теорема. Обземь прямоуюлииию параллелоптитеда 
равен произведению площиди основамя на высоту. 


— 


Черт. 284 


Пусть Г ееть прямоугольный параллелопипедь, & Р,— 
какая нибудь кубическая единица. Обозначимъ площадь оепо- 
вашя и высоту перваго черезь Ви 1, а втораго черезъ В, 
и //,. Возьмемъ вспомогательный прямоугольный пар.-дъ 0, 
у котораго площадь основами Б,, а высота Л. Сравнивая 
Р сь 0, а затзмъ © съ Р,, находимъ (382 и 381): 

06. РВ 06.0_Н 

06.0 В И 6 РИ 

Перемноживъ эти равенства, получимъ: 
06, РВ, И 
06. РВ, И, 

Отношен!я, входяпия въ это равенство, суть числа, вы- 
ражающя объемъ, площадь оспован!я и высоту дазнаго па- 
раллелопипеда въ соотвЪтствующихъ кубическихь, квадрат- 
ныхь и линейныхъ единицахъ; поэтому иослфдиес равенство 
можно высказать такъ; 

Число, выражающее объемь примоурольнио параллелопти- 
еда, равно произведензю чиселъ, выражающих площафь ос- 
новаая в высоту в соотвутствующихь единицать. 


рэ — 


то выражаютъ сокращенно такъ: 005емз ирямоуюльноо 
пирилаелопипеди равень произведенио нающаду основаншя 


на высоту, т. с. 
) 7У=БН 


гдЪ подъ Г, Ви Н разум ютея числ, выражаютния въ соот- 
вЪтетвующихь единицахь объемь, площадь основашя и зы- 
соту прямоугольнаго параллелопипеда, 

Обозначая буквами а, би с три изыфрешя прям. пар.-да 
(выражепныя зъ числахЪ), можемъ паписать: 

Гаде 

потому что площадь осиовашя выражается произведенемь двухъ 
изъ этихь измфрешй, & высота равна третьему измфревю. 

384. СлЬдетвия. 1’. Об5емь куба равень третьей сте- 
пени е0 зебра. 

2°. Отнощшене двухь куб. единице равно третьей сте- 
пени отношеня соотвнипствующить зинейныхь единиц; такъ, 
отнотионю куб. метра къ куб. дециметру равно 10%, т.е. 1000. 


Объем веякаго параллелонииеда. 


3%». Лемма. Лаклонния призма равновелики тикой пря- 
мой призмь, у которой осповане равно перпендигулярному 
свменио наклонной призмы, а высота—ея боковому ребуу. 

Черезь кахую нибудь точку @« одного изъ боковыхъ ре- 
беръ наклонной призмы 4, О проведемъ перпендикулярное с#- 
ченме абе@е. ЗатВмъ. продолживъ вез боко- п 
вых грани внизъ, огложимъ ча, =АА, иче. >- 
резъ точку а, проведемъ перпендикулярное 
сфчеше 1.0,с,9,6,. Такъ кащъ плоскости 
двухь сфченй параллельны, то части боко- 
выхъ реберъ, заключенныя между ними, рав- 
иы, г. е. = ее Яве == А А, (336) 
Велфдстне этого многогранникъ 4 есть 
прямая призма, у которой основавемъ слу- 
житъ дерпендикулярное сЗченше. & высота 


(изи, что все равно, боковое ребро) равно 4 
боковому ребру наклонной призмы. Дока- р с 
жемъ, что наклонная призма равновелика, Черт. 285 


А. П, ЕИСЕДЕВЪ. 16 
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этой прямой. Для этого предварительно убЪдимся, что много- 
граннихи 4) и а, равны. Основашя ихъ адс4е и 6.146, 
равны, какъ основаюя призмы 4; съ другой стороны, изъ 
равенства А,А—а:4 слВдуеть: 4.А-— Л а=@а— Аа, т. е. 
«А-а. А, подобно этому: ВВ=Б:6,, сОС=е,(, и т. д. Во- 
образимь теперь, что многограппикъ 4.0) вложень въ а,.Г), такъ, 
чтобы основав! ихъ совлали; тогда боковыя ребра, будучи 
перпендикулярны къ основашямъ и соотв$тетвенно равны, так- 
же совпадуть; поэтому многогранникь а) совыЗетитея съ 
а, 0), значить, эти т$ла равны. Теперь зам тимъ, что еели отъ 
цфлаго многогранниха а.0) отнимемъ часть а), то получимъ 
прямую призму; & если отъ того же многотранника отнимемь 
часть ‹,0., то получимъ наклонную призму. Изь этого сл3- 
дуетъ, что эти двф призмы равновелики. 


386. Теорема. Объемь параллелопипеда равень произ- 
веденио площади основая на высоту. 


Сначала мы докажемь эту теорсму для парадлелопипеда 
прямото, а потомъ и наклоннаю. 
1°. Пусть 4 С, будетъ прямой пар.-дъ, 
т,-е. такой, у котораго основаше 4В СР 
есть параллелограммъ, & всЪ боковыя 
грани — прямоугольники. Возьмемъ въ 
пемъ за основаше грапь А.В, В; 
тогда параллелопипедъ будеть наклон- 
ный. Согласно лемм$ предыдущаго $5, 
этоть пар.-дъ равновеликъ такому пря- 
мому, У котораго основате есть пер- 
пендикулярное с$чеше МИМРО, а вы- 
Черт. 286 сота БС. Четыреугольникь ММ№МРО 
сеть прямоугольникъ, потому что его 
углы служатъ линейными углами прямыхъ двугранныхь уи- 
ловъ; поэтому прямой пар.-дь, имЪюцЙ это основаве, дол- 
женъ быть лрямодольнымь, и, слЪд., его объемъ равенъ 
пронзведево площади основамя ММРО на высоту ВС. Но 
площадь ММ№РО равва ЛМ. АЁО; значитъ: 
Объем АС, — ИА. 40.ВС 
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Нроизведене 1/9.БВС выражаеть площадь пароллело- 
срамма {ВСО; поэтому: 


Объем АС, == (илом. 4ВСП). ММ 


2°. Пусть АС, будетъ 
тар.-дь наклонный. Онь равно- 
великъ такому прямому, у ко- 
тораго основаше есть перпен- 
дикулярное сЗчеше 24ГМРО, & 
высота ВС. Но, по докаван- 
ному, объемъ прямого парал- 
лелопипеда равенъ произведе- 
вю площади освовавйя на вы- 
<оту; значитъ: Черт. 287 


Объемшь 4 С, = (илощ, ММ№МРО). ВС 


Если 5 есть высота сВчешя ИМРО, то площадь ММ№МРО = 
— М0..2А5; поэтому: 


Объем АС, = Мо . по . ВС 


Произведене ВС. МО выражаеть площадь параллелограмма 
АВС; сл$д. 
Объемъь 4С, == (юм. АВОСЬ). В5 


т.-е, объемъ всякаго параллелопипеда равенъ произведено 
плогади оеноваюя на высоту. 

3893. Слёдстые. Если У, В и Н сеть числа, выра- 
жающ!я въ соотвЗтетвующихъ единицахъ объемъ, площадь 
основан!я и высоту какого ни на есть параллелопипеда, то 
можемъ писать: 

У=ВНЫ 


Объемъ призмы, 


383. Теорема. Обзем5 призмы равенз произведению пло- 
зциди основатя на высоту. 


16* 
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Спачала докажемъ эту теорему для тредлгольной призмы, 
& иотомъ дли многоугольной. 

1°. Проведемъь черезъ ребро 4.4, тре- 
угольной призмы (С) плоекость, параллель- 
пую грапи ВВ, С, С, а черезь ребро СС, 
плоскость, параллельную трана 4.4,В,Б; 
заг$мъ продолжимъ плоскости обоихъ оено- 
ван призмы до перес$ чет съ ранфе про- 
веденными илоскостями. Тогда мы получимъь 
параллелопипедь В0,, который магональ- 
ною плоскостью А.4,С,С длится на хвЪ 
треугольныя призмы (ИЗЪ нихь одна есть. 
давная). Докажемъ, что эти призмы равно- 
велики. Для этого пифоведемъ перпендихку- 
лярное сБчене афсд. Бъ сБченш получитея 
параллелограммъ, который дагональю с дфаптся на два рав- 
ные тр.-ка. Данная призма равновелихка такой ирямой, у ко- 
торой основане есть ^ бе, & высота — ребро АА, (385). 
Другая треугольная призма равновелика такой прямой, у ко- 
торой основаще ость /\ ч@с, а высота -— робро 4.4,. Но дв 
прямыя призмы сь равпыми оспованями и равпыми высотами 
равны (потому что при вложенш он совм5щаются); значитъ, 
призмы АВСА.Б,С и 40а, С, 
равновелики. Изъ этого елЪдтетъ, что 
объемь данной призмы составляеть 70- 
зовину объема параллелопипеда ВД,; 
ц0этому, обозначая высоту черезь Л, 


получимъ (386): 
06. тр. призмы = к (площ. АВСО)Н 


Черт. 288 


=(5 илощ. 48 СЛ) Н = (илош. АВО)Н 


2. Проведемъ черезъ ребро А.А, 

Черт. 289 данной многоугольной призмы (черт. 289) 
и черезъ ве остальныя боковыя ребра, кром$ двухъ ближайшихъ, 
плоскоети 44.0 Си 44, Р,Ь. Тогда данная иризма разсф- 
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четел па нЪеколька треугольаыхъь призмъ. Сумма объемовъ 
этихь призмъ соетавлястъ искомый объемъ. [ели обовначимъ 
площади изъ осповашй черезь 6,. 6,, 6,, а общую высоту 
черсзъ Н, то получимъ: 


Объемь мп. призми == №, 1/ -- р, П-= .Н=(®, +ь, Е 6.) П 
— (ннюж. 4ВСРЕ)Н 
$89. СлЬдетве. Гели Г, Ви ПИ будуть чиела, выра- 
жающя въ соотяфтетвенныхь сдизинахъ объемъ. площадь 
х«снованя и высоту призмы, то, по доказаппому, можемъ 


писать: 
= ВН. 


Объенъ пирамиды. 


390. Лемма. Трелольныя инрамиды с5 равновеликими 
оснониями и равными высотами равповелики. 


Черт. 290 
Раздфлимъ высоту каждой изть данныхъ пирамидъ па про- 
извольиое число и равныхъ частей и черезь точки дфлевшя 
проведемъ радъ илоскостей, параллельныхь оспован1ю. (на, чер- 
теж высота, & ел$д. и, боковыя ребра, раздфлены на 4 рав- 
ныя частн). Такъ какъ, по условно, основан АВС и А, Б, С, 
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равновелики, т0 тр.-ки, получивлиеся въ сВчешяхъ одной пи- 
рамиды, соотвЗтственно равновелики зр.-камъ, нолучившимся 
въ сфченми другой пирамиды (374). Построимъ тенерь въ 
каждой пирамидв радъ внутреннихъь призмъ такихъ, чтобы 
верхними основамями у нихь были треугольники сЪченй, бо- 
ковыя ребра были параляельны ребру 5.4 въ одной пирамид 
и ребру 5,4, въ другой, а высота каждой призмы равня- 
лась бы /„ высоты пирамиды. Такихь призмъ въ каждой пи- 
рамидВ будеть и—1. Объемы призмтъ пирамиды © обозначимъ 
по порядку, начинал отъ вершины, черезь |1, 1%; 1»... Я) 
& объемы призмъ пирамиды 5,, также по порядку отъ вер- 
шины, через 4,’ 4,’ 4... 9-1 
Тогда: 
Р— 9’ Р.—49` 237 47°. В—17 Чь-1 
потому что у каждой пары соотвфтственныхь призмъ основа- 
1 равновелики и высоты разляы. Поэтому: 
в рН рН. НР = На -Р 9, 

Предположимъ теперь, что я, т,-е. число равныхь частей, 
на которыя мы дФлимъ высоту пирамидъ. неограниченно в0з- 
разстаетъ. Тогда 06% части поелФдняго равенства сдФлаются 
величинами перемнными. Докажемъ, что каждая изъ нихъ 
стремится въ предЪяВ къ объему той пирамиды, въ которую 
призмы вписаны. Это достаточно доказать для какой-вибудь. 
одной пирамиды, напр. для О. Для этого поетроимъ въ ней 
рядъ призмъ, выходящихь частью изъ пирамиды, такихъ, чтобы 
нижними основанями ихъ служили треугольники сЗченй (и 
основаше пирамилы), высоты были бы равны, по прежнему. 
1/„ высоты пирамиды, а боковыя ребра параллельны тому же: 
ребру 5А. Такихъ призмъ будетъ я. Обозначимъь ихь 0бъ- 
емы, начиная отъ вершины пирамиды, по порядку, черезъ 
2” р’ р’ Р,. Не трудно видфть, что 


Ё"__ "Ш 7 # _ 
2 — РВ’ № - В РРР Ра 


(Нан. р .аер,)— 
(Нан ВЕН, .)= р,” 


Поэтому: 
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Если объемъ пирамиды обозначимь черезъ Г, то очевидно, 
что: 


рр. ‚р, >7> рег: РР 
Откуда: ИА. .)< в’ 


При неотравиченномьъ увеличении числа и объемъ призмы ]), 
стремится къ нулю (потому что высота ея стремится къ ву20, & 
основаше не измняется); елВд. разпоеть К— (р,-г р, - НР) 
и подавно стремится къ нулю; а это, по опредвленю предала, 
означаегъ, что 

У— пред. (ие рь-Н. НР) 


Подобно этому можно доказать, что Г,, т.-с. объемъ пира- 
миды 0,, есть предФаъ нерем®нной суммы 0+ 9 -Н9,-, 

Но если дв перемфнныя величины, имющя предлы, 
всегда остаются равными, то равны и ихъ предфлы (248); 
поэтому: 

7=У, 

что и требовалось доказаль. 

зэл. Теорема. Обземь пирамиды равенз произведенио 
плолцади основия на треть высоты. 


Черт. 991 
Сначала докажемъ эту теорему для пирамиды треугольной, 
& затЗмъ многоугольной. 
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1°. На основанш треугольной пирамиды ЗАВС постро- 
имъ такую призму АВСТПБЕ, у которой высота равна вы- 
сотф пирамиды, а одно боковое ребро совпадаеть съ ребромъ 
ЮВ. Теперь докажемь, что объемь пирамиды составлястъ 
третью часть объема этой иризмы. ОтдВлимъ оть призмы 
данную пирамиду. Тогда остапетея четыреугольная пирамида, 
ЗАРЕС, (которая для яености изображена отдфльно). Про- 
ведемъ въ лей сФкущую плоскость черезь вершину © п Да- 
гональ основати ГС. Получивийяея оть этого двЪ треуголь- 
ныя пирамиды имфютъ общую вершинт 5 и равпыя оснпова- 
жя ДЕС и ОАС, лежаня въ одной плоскости: значитъ, 
согласно доказапной выше деммв, пирамиды ДЕС и 5ДАС 
равновеликя. Сравнимь одну изъ нихъ, напр, 20)ЁЕС, съ дап- 
ной пирамидой. За основаше пирамиды ЭДЕС можно взять 
АБЛЕ: тогда вершина ся будетъь въ точкЗ С, и высота 
равна высотв дачной нирамиды. Гакъ кахь ^ ЗИ = Л АВС, 
то, согласно той же демм%, пирамиды (5/2 и ЗАВС рав- 
повелики. Такимъ образомъ. сумма объемовъ трехь пирамидъ, 
равновеликнхь данной, составляетъь объемъ призмы; сл#д. 


06. ЗАВО- об. ЗРЕАВСО (мощ. АВС) 1 


2 
гдз /[ означаетт, высоту пирамиды. 
5%°. Черсезь хахую-вибудь вершин) 
Е основашя мвогоугольной пирамиды 
5АВСОЕ проведемь дагопали ЕВ и 
С. Затфмь черезь ребро 5Ё и каж- 
дую изъ этихь магоналей ироведемь 
оБкущя плоскости. 'Гогда многоуголь- 
пая пирамида разобьется на н%еколь:о 
треугольныхъ. имфющихь высоту, об- 
щую съ данпой пирамидой. Обозначивь 
площади основан! треугольныхъ ипра- 
Черг. 292 мидъ черезъ 0,,0,, 6, и высоту через 

!, будемь им ть: 
1 


Обыемь ЗАВСПЕ=ТЬН--ТЬИ-- ВН 
НН бы, аВОрЕ) 1 
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392. Слёдетне. Если Г, В и Ц означають числа, 
выражаюня въ соотв®тственныхь единицахъ объемъ, площадь 
основаня и высоту какой угодно пирамиды, то 


1 
т=- ВИ, 


0бъемъ усбченной иирамиды и усфченной призмы. 


393. Теорема. 005емё усъченной пирамиды равен сум- 
м 005ем0в5 трель пирамид, имъющихь высоту одинаковую 
сё висотою усьченной пирамиды, а основеиями: одна— 
нужнее основане усъченной пирамиды, друщая— верхнее ос- 
новаме этой пирамиды, а третья—среднее пропортональ- 
ное между ними. 

Спачала докажемъ эту теорему для треугольной пирамиды, 
& потомъ многоугольной. 

1°. Пуслль АВСРЕЕ есть ус*- 
чепная треугольная пирамида. От- 
дВлимъ отъ пея сзкущею плос- 
костью ЛЕС треугольную пира- 
миду АВС. Эта пирамида, имя 
основане ВС и вершину въ Ё, 
удовлетворясть требоваппотеоремы. 
Оставшаяея часть есть четыре- 
угольная пирамида ИА)ЕС. Про- 
ведя въ чей сфкущую плоскость 
черезъь точки #, Ди С, мы раз- 
дълимь ес ва дв треугольныя 
пирамиды. Изъ нихъ одпа имфетъ В 
основанемъ Л ДЕР, т.е. верх- Черт. 293 
нее основаше ус$ченной пирамиды, а воршиву въ точкВ С; 
сл%х., эта пирамида удовлетворяеть требованю теоремы. Ос- 
тастсл раземотр$ть третью пирамиду ЕАДС. Превратимъ ее 
въ другую разновеликую парамиду слЪдующимъ образомъ. 
Проведемъь прямую ЕК || Л и точку К примемъ за вершину 
новой пирамиды, которой основашемъь оставимъ тотъ же тре- 
угольникъ АДС. Пирамиды ЕАРС и КАОС равновелики, 
потому что у нихъ общее оснозаше АЮС и высоты равны 


о — 


А 
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(такъ какъ вершины лежать на прямой ЕК, параллельной 
плоскости основашя). Примемъ за вершину вовой пирамиды 
точку Ш, а за основане ^ АСК. Тогда высота ея будеть 
равна высотф усфченной пирамиды. Оетаетея доказать, что 
основаше АСК есть средняя пропорщанальная величина, между 


АВС и ОПЕР, т.е. что 
пхощ, АВС площ. АСК 
мощ. АСЁ площ. ДЕР 
У тр.-ковъ 4ВС и АСК за основаюшя можно взять сто- 
роны АВ и АК; тогда вершина у вихъ будетъ общая С, и, 


елзд., высоты будуть одинаковы; поэтому: 
площ, АВС АВ АВ [1] 


(вмфсто АК можно взять равный отр$зокъь ДЕ). 
Треугольники АСК и ОЕЁЕ имфють по равному углу при 
вершинахь 4 и Л; поэтому (289): 
площ. АСК АС. АК _ АС [2] 
площ. ДЕ" ШОЕ.БЕ ПЕ 
(отрзки АК и ДЕ, какъ равные, сокращаются). 
Изъ подоб1я тр.-ковъ АВС и ОИЕ елфдуетъ, что пра- 
выя части равенствъ [1] и [2] разны; елВд., равны и ихь 


л$выя части, т. е. 
площ. АВС __ изом. АСК 


площ, АСК площ. ДЕЕ 

2°, Возьмемъ те- 
перь многоуголь- 
ную ус$ченную пи- 
рамиду 44, сое- 
тавляющую часть 
полной пирамиды 
БАВСРЬЕ. През- 
ратимъь мн.-кь 
АВСОЕ въ рав- 
новелий тр.-къ 
РОВ и, принявъ 
этоть тр.-кь за 
основан!е, поетроимъ вспомогательную пирамиду МРОВ съ 
такой же высотою, какь у пирамиды 95. ПересВчемь пира- 
миду М плоскостью 4", параллельною основано, на такомъ 


Черт. 294 
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разетояи отъ вершины, на какомъ въ пирамидЪ 5 прове- 
дена плоскость абсае. Въ сЪчени получится А рог, равно- 
ветиюй мн.-ку абс@е (374). Пирамиды бБАВОСРЕ и МРОВ 
равновелики, такъ какъь у нихъ равновелики основавя и вы- 
соты равны; ло той же причин пирамиды бабс@е и Мрог 
тоже равновелики; отсюда слВдуетъ, что усфч. многоугольная 
лирамида А@ равновелика усфч, треугольной пирамидф Р»ь; 
такъ какъ у этихъ двухъ усфченныхь пирамидъ основазя, и 
нижнее, и верхнее, соотв®тственно равновелики, а высоты 
равны, то теорема, доказанная для усфченной треугольной 
пирамиды, остается примВнимой и кь многоугольной. 

за. СлЬдетые. Пусть ТУ, В, © и Н будуть чиела, 
выражающ]я въ соотвфтствующихь единицахъь объемъ, пло- 
щадь нижняго основавшя, площадь верхнаго основашя и вы- 
соту усЪченной пирамиды; тогда 

у=евиььнчен /Вы=уН (в--5- \/ ВБ) 

гдз УВЬ есть величина, средняя пропорщональная между Вифб. 

395. Теорема. Объем» треуюльной призмы, устченной 
непараллельно основантю, равенз суммъ 0обземовз треть пи- 
Ралиндь, имтъющить общее основаще сё успченной призмой, в 
вершины в5 трехз вершинахь непараллельнояо сьчензя. 

Пусть АГ есть усБченнах тре- Е 
угольная призма. Проведя сфкущую | 
плоскость черезъ точки Ё Аи С, 
мы отдФлимь одву изъ трехъ пира- 
мидЪ, указанныхъ въ теорем%, имен- 
но пирамиду АВС, ииВющую об- 
щее основаше АБС съ усФченной 
призмой и вершину въ точк® Ё. 
Проведемь еще сЗкущую плоскость 
черезь точки #й, Ди 0; тогда по- / . , 
лучимъ двЪ друйя пирамиды: ЕДАС ^\\. а УЗО 
и ЕДЕС. Теорема будетъ доказапа, ЦВ 
если мы обнаружимъ, что эти пира- } 
миды равновелики такимъ, у кото- Черт. 295 
рыхъ осповашемь служить ЛД АВС, а вершины лежатъ: 


— 252 — 


одной въ 1), другой въ /. ДЗйегвичельно: ипрамиды ЁОДАС 
и ДАВО равновелики, потому что за осповаше ихъ можно 
взять общ тр.-къ РАС, и тогда вершины Е и В булутъ 
хежать на прямой ВИ, параллельной плоскости основа; 
пирамиды ВРС и ГАЗС равновелики, потому что за ос- 
новашя ихь можно принять равновелие тр.-ки: для первой 
Р/С, для второй АС; и тогда ихь вершины Ни В бу- 
дутъ лежать на прямой /3И, параллельной плоскости осповашй. 

зэ6. Слёдетые. Пусть У, В,1.. №, №, будуть числа. 
выражаюния въ соотв$тетвующихь сдиницахъ объемъ, пло- 
щадь основаня и высоты, опущенные на, основаве изъ трехъ 
вершинъ непараллельнаго сВчетя; тогда 


1 р , 
+ ВА, -= ВИ 


71 1 
У= ВЕ 5 ВА, 
Когда призма прямая, высоты /,, /, и Л, равиы боко- 
вымъ ребрамъ ея. 


ГЛАВА ГУ. 


Подобе многогранниковъ. 


395. Опредълене. Два мпотограяника наз подобными, сели опи 
иуфють соотвфтетвепно равные мвогограипыюе угля и еоотв ственно по- 
хобныя грапи. Соотвфтственные элементы подобпихъ уногогракииковъ 
паз. сходственными. 

Изъ этого онредфлемя слфдустъ, что въ подобныхь мио!огран- 
яикахъ: 

19. „(вуранные уаы соотвьтиственно равны и одинаково расположе- 
ны, потому что многогранные углы равпы. 


2%. Оходетвенныя ребра яропоршанаялны, потоху Что въ вБажаыхъ 
двухъ подобных гранях отношене сходственинхт реберь одно и то же, 
и въ каждомь многограпникЪ сосздшя грани нмЪють ио общему ребру. 

Возможность существовашя подобпыхь многограпниковь довазы- 
вается слфдующей теоремой: 


395. Теорема. Если въ пирамидь (черт. 296) проведемь сюхушую 
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плоскость (41 ВСР Е, ) параллельно осиоваю, но отсьчемь оть нея друно 


дарамиду У ВС ОВ), подобную данной. 

Такъ какъ 4,8, || АВ, В.С, | ВС ит. д. (332), 
10 боковыя грани двух пирамидь подобны; ос- 
повашя ихь также подобпы (371). Остается до- 
казать равенство многограпныхъ угловрь. Уголъ 
У у обЪихь пирамидь общий; треграиные углы 
-1, В, С:.... равны соотвфтетвенио угламь И, 
8, С... ‚ потому что у каждой пары этихь углов» 
плосюе углы соотвфтетвенно равиы и одинаково 
расположены (359;5°). 

399. Теорема. Де» хризмы, наи дв пира- 
ниды, подобны, если основе и боковая зрань 
одной и осиовнае и боковая трань Фнрлой соот- 
втллственнио подобны. одиичково наклонены и оди- 
нга:0в0 расположены. 


Черт. 296 


19, Пусть у двухъ призхт будутт соотв}тетвенио подобны и одина- 


ково расположены основа- 
ня АВСРЕ, афеде и грани № 
АРВ: В, в н кром} того 

равны цвугравные углы АВ 
и @5. Для доказательства 
подоб1я этихь призы, раз- 
суждаемь въ такой послф- 
дователъности. Греграннысе 
улы Вир равны, потому 
чго оци имють по равному 
двугранному углу (АВ и ар), 
заключенному между двумя 
соотв тетвенно равными и 


одинаково расположенными 
плоскими углами (АВС—афе 


Черт. 297 


и 1 ВВи== «$6 ); отсюда сяфдуеть, что равны изоске углы В: ВС и 616, 
а также и двугравные ВС и 4е. Пели же у двухъ параллелограммовъ 
ВВ: С\С и быце имЗетея ио одному разному углу, то и остальные углы 


ихъ соотв тетвенио равпы; такъ какъ, еверхъ того, 


ВС _ АВ . . 

5 = (изь иодобя основан!) 

ВВ, _ АВ. 

"и — в (изъ подоб1я бок. граней), 
ВС _ ВВ\ 


то = = — 


Звачитъ, грани ВВ:С1С и 6:с1с подобны. Переходя теперь къ трегран- 
нымъ угламь Си с, совершенно также убфдимся, что они равны п что 
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грави ССОО и се14а нодобвы. Такимь образохъ, мы цероберемь вс 
трегравные углы ири основан! и вс боковыл грани. Зерхн1я основашя 
АВС и ав вае! подобны, потому что опи раввы нижнныъ основа- 
нямъ; трегравные углы при верхнихъ основавшяхъ соотв$тетвелно равны, 
потому что у нихъ равны и одинаково расположены илосме углы. Зна- 
читъ, разематриваемыя призмы подобны. 

2%, Пусть темерь мы имфель двЪ пирамиды, у кохорыхъ соотвЪт- 
ственно подобны и оди- 
наково расположены ос- 
вовашл АВСОЛЕ, абеае и 
боковых грани ЭЛВ, заб 
и кромбБ того равны дву- 
гранные углы АВ и а. 
Совершеяно такь, какь 
это было едфлано хдая 
иризмъ, мы докажень, 
что во трегранные углы, 
прилежанце ць основа- 
вямъ,  соотвфтственно 
равны, и что всЪ боко- 

Черт. 298 выл грани соотв тетвен- 

во подобны. 'Гогда мно- 

гогранные углы 5 и $ чакже булутъ равны, потому что, ныфл всЪ 

цлоск1е и двугравные углы соотвественно равные и одинаково расио- 
дожевлые, ови при вложен!и одного въ другой совмфщаются. 

400. Теорема. }[одобные иноозранники мотута быть разложены 
на одчнаковое число соотвътственио подобныхь и одинагово располокен- 
вить пирамидь. 


Черт, 299 
Указанное въ теорсмВ разложеше можеть быть выцолиено разлач- 
чыми способами. Мы ноступихъ такъ. 
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Возьмемь въ одномъ изъ ханныхь подобныхь многогранниковъ вер- 
шину А какого-нибудь многотраннаго угла. Возьмемъ далфе всф т$ грани 
многогранника, которыя не прилежатъ къ углу А. Въ нашемт много- 
транникЪ$ такихъ граней четыре: ЕОКГ, ООНК, СВСН и ЕСНЕГ. 
Каждую изъ этихъ граней примем» за основаше такой иирамиды, кото- 
рой веришяа лежала бы въ А. Тогда миогогранвикт, разбивается на 
ипрамихды, оходяиияся вершинами въ точку А. Въ другомъ многогран- 
ниЕ$ возьмемь сходственную вершину 44 и тфмъ же путемьъ разложимъ 
сто на одипавковос число пирамиду. Докажемъ, что эти пирамиды соол- 
вфтствекио подобны. И дЪЙетвительно, какую бы пару ссотв$тствен- 
пыхь пирамидь мы пе взяли, легко найдемт, что основание и грань 
одной ппрамилы и осповаше и грань другой инрамнды соотвфтетвенно 
подобны, одинаково наклонены п одинаково расположены. Напр., у пира- 
мидъ АРЕГК, А.П.Е:Т.К\ осровайя РЕГК, Г.Е 1ЛАК| нодобны, какъ 
сходственныя грави подобныхъ мпогогранниковь, грани АДЕ, АА Е 
подобны, потому что подобные многоугозьники АВСОЕ, 4.8 С.Е, раз- 
биваются на соотвфтетвевно подобные 1р.-ки; двугранные углы РЯ, Г.Р 
равны, какъ сходетвевные угды иподобныхъ многогранциковъ. Изъ этого 
сяфлуетъ, что взятыя нами лирамнды подобвы. То же самое можно ска- 
зать о другихъ пирамидахъ. 

АФЙ. Теорема. Поверхности подобныхь мнофранниховь относятся , 
хакь квадраты сходствеиныхь ребер. 

Пусть Р,, Ро, Рь,....Р, будутъ площади отдфльныхъ граней одного изъ 
подобиыхъ многограчниковъ, а 21, 25, рз....0» площади еходственныхт, гра- 
ней другого; положим еще, что С и? будуть длины двух какихъ- нябудь 
сходственныхь ребер». Тогда, вследетв!е подобя сходственныхъ граней 
и проиорщанальности вефхъ сходстиенныхъ реберъ, будемъ имфть (291): 

РР. № _ Л. ВБ _ Та. РР _ 1 
р В’ Йо Й "ув 


«уткуда: 


402. Теорема. Объемы 
подобкыхь миозогранииковь от- 
носятся, какь кубы сходетвен- 
ныхь ребер, 

10. Сначала докажемь тео- 
ему для подобныхъ пирамидъ. 
Пусть пирамиды бАВСРЕ и 
514181 С12. Е, иодобны. Вало. 
жимъ вторую ипрамиду въ пер- 
вую такъ, чтобы у инхь сов- д. 
пали равные многотранные уг- 
яы 5 и 51. Тогда освоване 
А.В. СГ. ‚займетъь вфкото- 
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рое положеше ифе4е, причемъ стороня аб, фс,.... будуть соотв’утетвевно 
иараллельны сторопамь АВ, ВС,,.... (вел детве равенства плоскихь угловтЪ 
трегранныхъ Ли 4,, Ви В, ит д.); велЬдетве эхого илоскость афейе 
булетъ нараялельна АВСЛИ (331,20). Пусжь ЗО и 50 будутъ высоты двух 
пирамидт. 'Гогза;: 
06, ЗАВОЛЕ-= (площ. АВСРЕ).1.50 
06. бабсае — (илош, ареде). 1/50 
06. ВАВСРЕ _ площ. АВОРЕ 50 


Ствл. _ 06. бабеае ` площ абейе `5бо 
площ. АВСЬЕ _ 508 м 
По ихом. абв = Зот (371.32) 
06. ЗАВСРЕ 5% БАЗ . 
` м о... О] 
Поэтому: 00. бабеёе ^ 5087 598 — (31,1) 


20. Теперь доБажемтъ теорему длл двухъ какихъ угодво модобныхъ 
многогранликовъ, объемы которыхъ пазовемъ У иг. Разобъьемь ихь на 
подобвыя пирамиды (400). Пусть И), Г», Иь....Гь И м. %5, #3... будутъЪ 
объемы сходетвеиныхь пирахидъ, а Гл и? длины какихь-набудь сходетвен- 
ныхЪ ребер». Гогда, соглаено доказанному, булежь имфть: 


и, м. ТУ, 
о в Ве В 
а. ЕТ... И, — 12 
Откуда; рые, —= 
ул 
т.-е. в 


ГЦАВА У. 
Симметричныя Фигуры 


403. Опредфлен!Я. Различанють гри рода снмменрин: относительно 
точки, отпосительно прямой и отиосительно плоскости. 


хх 
А А, А А, 
& о № о а 6 0" 
Черт. 301 
у Черт. 303 
Черт. 302 


ДвЪ точкн Аи А, (черт. 301) ваз. симметричными относительно гоч- 
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ки О (центра симмепиули), сели прямая АА, проходнаъ черезь точку 0 
и дЗаштея ею поноламъ. ДвЪ точки Л и 44, (черт. 303 и 303) наз. сим- 
моетричными относительло прямой ху (ось симметрии) или относительно 
плоскосхи Р (лдлоскостиь симменуяи), сели прямая АА, перлендикуларпа 
кь ху и въ плоскости Р и дфлиженя пии пополамъ. 

Тв? фигуры наз. симметричными относительно центра (черт. 304), 
оси (черт. 305), или нлоскости (черт. 306), сели каждой точь» одной фи- 
туры соотвЪтетвусхть симметричная точка другой. Симметрочных точки 
двухЪ такихъ фитуръ паз. гходетеенними. 


5 


5, 5, 

Черг. 304 Черт. 305 Черт. 306 

Ф.А. ЗахБтииь прежде всего, что дв» Физуры, сииметричныя от- 
зосшнельно оси. равны. Зъ этомь убЪдинися, если повернемъ одну изь фи- 
туръ (черг. 305) вокругь 
оси на 180". Тогда каждал 
точка А одной фигуры соз- 
залаетъь ст сходехвенной 
точкой -!, другой фитуры, 
и, слфд., об фигуры совыЪ- 
стятся. 

405. Теорема. филу 
ры, гилмепуимниыя со одной 
а этой же филурой отиоси- 
тель различны истировъ. 
фавиы. 

Пусть фигуры 1 и Ги Черг. 307 
симметричны съ одной фигурой И относительно цептровь О и О, (черт. 307). 
А. П, КЛСБЛЕВЪ. 17 
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ЗВозьмемъ въ фигурЪ Е произвольную точку Ан въ фигурахъ Е и Р\ точки 
Ари Ан, сииметричныя съ А; затФмъ проведемъ ирямыя ОО, н 4,411. 
Такъ какт 4 0—А.Ои40,—А О, то 4.4 || ОО, п 4,4/—200,. Такныз об- 
разомъ, вс соотвфтствеячня точки фигуръ Е; и Е\: (наир., 9 ИА, Вии 
Ви, С, п Си ит. д.) лежатъ на разстолн!яхъ, паралдельныхъ прямой ОО, и 
равныхь 200,. Поэтому если перемВстимъ фигуру Е, такъ, чтобы каж- 
дая ея точка описала пряхую, параллельную ОО, и равную удвоенной 
этой лини, то обЪ фитурм совмфстятся; значить, ояф равны. 

406. Теорема. Если, фиуры Р и Е (черт. 308) симметричны 
относительно плоскостяе» 
Р, то ить можно помъ- 
отиить элакь, что онть бу- 
дуть симметримиы от- 
носительно любой точкче 
0, взатой на плоскостиь 
Р; н обратно: если фи- 
1уры ЕР и Ки симметрич- 
мы относительно точкть 
0, то ижь можно помь- 
спиипь такь, что онъ бу- 
дуть симметричны от- 
хосительно любой плос- 
кости Р, проходяшей че- 

Черу. 308 Рез5 точку О. 

Если фигуры Ри Е, 
симметричны относительно плоскостя Р, то прямая А/4А,, соедпняютках 
хакя-нибудь двЪ сходственпныя точки, лериендикулярна къ плоскости Г 
и дВлитсл ею пополамъ; зпачитъ: Аа—Аца. Юли фигуры Е и Е; симмет- 
рнчны относительно точки О, то прлмах АА, соединяющая хв» сход- 
ственныя точки, проходить черезъ О и дЁлится этою точкою пополамъ; 
значить; 40—40. Замфтивъ это, соединимъ 4, съ 4.1 и проведемь ОМ 
перпендикулярно къ Р. Такъ какъ 40-=4А10 и Аа—А\а, то АА! |]а0: 
ся$л. [Ан А— /ОаА—4. Такъ какъ ОМ [ Ри Ал, 1. Р, то ОМ |] АА,; 
изъ этого слфдуетъ, что, во 18, ОМ пересЪкается съ А.А въ ифкото- 
рой точк® 6, во 2, /.460=И Аи. 4—4, вт 30, 4.5 АЬ (вавъ какъ 
А.0=О4). Если мы теперь поверяемъ фигуры Е и Е вокругь оси ОМ 
на 1308, то точки 4; и 4}, а сл$л. и всБ друйя сходственных точки, по- 
мфняются мЪстами; значить, фигура Ё, можеть быть сдфлава симметрич- 
ною съ Ё относительно точки О, а фигура Е! можетъ быть сдфлана спы- 
метричною съ Л относительно плоскости Р; что и требовалось доказать. 

49%. Слёдствье. 10. Фиуры, симметричных съ одной и той же 
Фипурой относительно различныхь плоскостей, равны между собото, пото- 
му что эти фигуры всегда можно сдфлать симметричными съ одной и 
той же фигурой относительно двухъ центровъ, а тав1я фигуры равны (405). 
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29. Если будемъ обращать внимане только на, форму фигуры, а ие на ел 
положене въ пространствЪ, то можемъ сказать. что данная филура Е имь- 
еть только единственную симметричную съ нею Ффайуру (относительно 
гочки, или относительно илоскости, все равно), такъ какъ вс» фигуры, 
симметричныл съ Ё, равны между собою. ВслВдетве этого, при изед$- 
ховаюи свойствъ симметричных» фигуръ, зависящихт тозььо отъ ихъ 
формы, мы можемь по произволу разсматривать эти фигуры или как» 
симметричныя относительво центра, пли какь симметричныя относитель- 
по ллоскости. 

408. Теоремы. выранающия свойства сииметричныхъ фигуръ. 

10. Фигура, симметричная съ плоской физурой, сеть также плоская 
фицра, равная первой. 

Это свойство сд$лается очевидвымл,, если возьмемъ за, плоскость сим- 
метр1и илоскость данной фигуры; тогда снымегричная фигура сливается 
съ данной. 

Въ частности, фигура, симметричная съ отр$экомъ 
прямой, есль равный отрЪзокъ ирямой; фигура, симмет- А 
ричиая съ угтомъ, есть равный уголъ: фигура, симмет- 
ричная съ плоскимь мвогоугольникомь, есть равный 
плоскШ многоугольникь; фигура, симметричная съ кру- 9 
гомъ, есть равгый кругъ; ит. п. 

29. Физиря. симметричная съ двураиннымь заломь 
(РАВО, черт. 309), есть равный двиранный поль. 

Это свойство едфлается очевидным. ссли за плос- В 
кость симметрии возьмемъ биссектуисеную плоскость В. 

'Гогда фигура, симметричная съ гранью Р, будетъ другая 
грань ©, и наоборотъ; слёд. фигура, симметричная съ Черт. 809 
угломъ РАВО. будетъ уголъ ФОАВРГ. 

30. Фиура, симметричная сь мпоораннымь уломь, (БАВСЬЕ черт, 
810), есть мношлранный узоль, у которазо двушранные и плосме уалы со- 
отвътотвенно равны двураниымь и плоскимъ у1- 
замь первало мнозораннало пла, но расположены С Ю, В 
въ обратномь порядкь. о: : 

Это свойство сдфлаетсл очевиднымъ, ссли 
возьмемь за центрь симметрии вершину 5. Тогда 
получимъ два сниметричные угла ЗАВОРЕ ип 
ЗАВ. С.Я, у которыхъ двугранные и плосве 
углы соотвфтственно равны, но расположены въ 
обратномъ порядЕ$ (360). 

Слъдетие. Симметричные ‚мнолоранные у 
чы вообще не равны, такъ какъ, вел6детне об- 


А 


. л 
ратнаго расположенная равныхъ двугранпыхь уг- 
108ъ, они не могуть совыфститься. По той же 
И ИЧЛНЪ счнметричные мноозраннихи вообие не 
р 1 р Черт. 310 


равны. ]7* 
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Докажемль спачала эту теорему дял 
симметричных, нирамидь БАВСЬ и 
,АВСО, котория мы размВетимъ такъ, 
чтобы плоскостью симметрл служило 
осповаше АВСЛ. 'Гакъ какъ точки © и 
| симмегричпы относпхельпо нлоскости 
основашя, то высоты бО и 5:0 равны; 
везВхстве этого пирамиды, имя общее 
осиовал1е и равныя высогы, равновс- 
лики. Два вак1с угодно симметричные 
многограппика всегда могут быль раз- 
ложециы па одинаковое ипело епымстрич- 
инхь пирамид; поэтому теорема вБрпа 
и дя многотранниховь произвольлой 
формы, 


5 
Черт. 311 


ГЛАВА \1. 
Понят о правильныхь многогранникахт. 


499. Опредфлене. Мпогогравникь наз. правильнымс, 
если ве его грани суть равные иравильпые мпогоугольники 
и вс мвогогранпые углы ревны. Изъ этого опредБлешя сл$- 
дуетъ, что въ правичьныхь многогранникахь равны веф плос- 
ке углы, всЪ двугралные углы и вс% ребра. 

410. Чтобы опредфлить, кае правильные мноорлоль- 
ники моутб суметь гринями привиьныхь  мноюлтранни- 
х085, примемъ во впимавше. что во всякомь многограчномъ 
углВ сумма плоскихь угловъ меньше 44 (355). Каждый уголъ 
правильшаго треугольника равояъ */4. Повторяя */, 4 слага- 
семымъ 3 раза, 4 раза и 5 разъ, мы получаемъ суммы, мень- 
ия 40; а повторяя */@ слахасмымь бблышес число разъ, 
мы полузасмъ въ сумм 44 или боле. Поэтому изъ плоскахт, 
угловъ, равныхъ угламъ правильцаго тр.-ка, можно образо- 
вать мпогограниые углы только трехъ видовъ: треграчпые. 
четырогранные и пятиграивые. Уголъ квадрата равенъ (, а 
уголь правильпаго пятиугольника равень °/ 4: повторяя эти 
углы слагаемымъ не боле 3-хъ разт, получаемъ суммы, 
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меньшия 44, Ноэтому изъ илоекихь угловъ, равпыхъ угламъ 
квадрата или правильнаго пятиугольника, можно образовать 
только трегранные углы. Уголь празильнаго шестиугольника, 
равенъ !/@; поэтому изъ такихъ угловъ нельзя образовать 
даже треграннаго угла. Изъ угловъ иравильныхъ мпогоуголь- 
никовъ, имВющихъ боле 6-ти сторонъ, и подавно нельзя 
образовать никакого многограннаго угла. 


Черт 315. Черт 316. 


ЖА. Изъ сказаннаго слФлуетъ, что правильныхъ много- 
трапниковъ пе можеть быть боле слВдующихь пати: 

1°. Правильный нетырефранникь (или тетраэдръ), кото- 
раго поверхность составлева изъ 4-хъ правильныхъ греуголь- 
пиковъ (черт. 312). 

2°. Правильный восомаараннииь (или октаэдръ), котораго 
поверхпость составлена изъ 8-ми правильныхъ тр.-ковъ (черт. 
313). 

3°. Правильный двадиатлиираннике (или икосаэдръ), об- 
разованный 20-ю правильными тр.-ками (черт. 315). 

4°. Правильный лиестлиранникь (или эксаэдръ), образован- 
ный 4-мя квадратами (черт. 314). Онъ наз. ипаче кубомз. 

5°. Правильный двънадиатияранинке (или додекаэдръ), об- 
разованный 12-ю правильными пятиугольниками (черт. 316). 
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ЗАДАЧИ. 


335. Вычнелить поверхность и объемъ прямой иризхы, у которой осно- 
ван!е правильный тр.-ку„внисанный зъ кругъ радгуса ^—2 метрамъ, а высота 
равиа сторон правильналго 6-угольника, описаннаго около того же круга. 

336. Опредвлить поверхность и объемь правильной 8-угольной иризмы, 
у которой высота, #—6 арш., а сторона, основашя и—8 вершк. 

337. Опредзлить боковую поверхность и объемъ ирав. шестиугольной пи- 
рамиды, у которой высота, равна 1 метру, а, аповема, составаяеть съ высо- 
тою уголь въ 30%. 

338. Вычислить объемь треуг. нирамилы, у которой каждое боковос реб- 
ро равно $, а стороны основашя суть ©, Би с. 

839. Ланъ трегралиый уголь АВС, у котораго веф трн нлосюе угла 
прямые. На сго ребрахъ отложены длины: $А—@а, ЭВ и 5 С—с. Черсзъ 
точки А, Ви С проведена илоскость. Опред$лить объемъ иирамиды б.АВС. 

340. Высота нирамиды развиа №, а основаше— правильный шестиуголь- 
някъ со стороною а. На, какомъ разстояннг х отъ вершины пирамиды сл$ду- 
етъ провести плоскость, иараляельную основанию, чтобы объемъ образовав- 
шейся усЪфченной пирамиды равнялся У. 

341. Опредфлить объемь правильнаго тетраэдра, съ робромъ “. 

342. Опредвлить объемъ прав. октаодра, съ ребромъ а. 

343. Усьченная пирамида, которой объемъ /—1465 куб. сантим., нм\- 
еть осповашями правильные шестиугольники со сторонами: а—=923 и $—17 
сант. Вычислить высоту этой лирамиды, 

344. Объемь У усЪчениой инрамиды раветь 10,5 куб. метра, высота 
1—8 метр. и сторона а правильнаго шестиугольника, служащаго нижнимь 
основанемтъ, равца 2 метр. Вычислить сторону нраз. шеетиугольника, слу- 
жалцаго верхнимъ основашемъ. 

345. Вычислить объемъ треугольной усЪченной призмы, у которой сто- 
фоны осповашя суть: 9а—7,5, 6=1 и ‹—6,5, а ребра, нерпендикулярныя къ 
основанио, суть: #—2, 1—3 и и—4. 

346. На какомъ разстоянйг оть веринимы 6 пирамиды 5АВС падо про- 
вости плоскость, нараллельную оспованио, чтобы отношение объемовт частей, 
на, хоторыл разофкается этою нлоскостью пирамила, равнялось 2. 

347. Вычислить объемъ усБченнаго нараллелопипеда, у котораго основа- 
ше ость В, а Ву, йз, Из п йз суть длины перпендикуляровъ, опущенкныхъ изъ вер- 
шинъ зерхияго основалия па, изоскость нижняго основаня. 

348. Пирамида съ высотою # раздВлена, нлоскостями, параллельными ос- 
нованио, па, гри части въ отиоменм тги:р. Опредфлить разстояе этихъ 
пиоскостей до веришны иирамиды. 

349. Сумма объемовъ двухъ иодобныхъ многогранниковъ равна, 7’, а, от- 
ношене сходетвенныхъ реберт равно тг. Опредфлить объемы ихъ, 

350. Раздфлить объемъ усёчениой пирамиды плоскостью, параллельною 
основашямь В п Б, на, днЪ чаетн въ отноменш эя:я. 
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КНИГА Ш. 


КРУГЛЫЯ ТВЛА. 


ГЛАВА 1. 


Цилиндр и конус, 


412. Поверхность вращеня. Гакъ лаз. поверхность, ко- 
чорая получаетен отъ вращев!я какой-нибудь неизмВннющейся 


лини ММ, п называемой образующею, 
вокругь неподвижной прямой АВ, на- 
зываемой осью; ири этомъ предиола- 
тается, что образующая ММА, при- 
своемь вращен1и, неизм®нно связана 
съ осью АБ. 

Возьмемь на образующей какую-ни- 
будь точку Р и опустимъ изъ нея на 
ось перпендикулярь РО. Очевидно, 
что при вращени пе измФняются ни 
длина э100 периендикуляра, ни вели- 
чина угла АОР, ни положеве точки 


В 
Черт. 317 


0. Поэтому каждая точка образующей описмваеть окружность, 
которой плоскость перпендикулярна къ оси и центръ лежитъ 
на пересЪчени этой плоскости съ осью. Отсюда елЗдуеть, 


что плоскость, пернендикулярная къ оси, 
пересВкаясь съ поверхностью вращешя, 
даетъ въ сЗчеши окружность. 

Всякая СсВкушая плоскость, проходя- 
щая черезъ ось, #аз. мерифаналкюною 
плоскостью, & иерес$чеве ея съ иоверх- 
ностью вращеня — мериФином5. Ве ме- 
риданы равны между собою, потому что 
при вращени каждый изь пихъ прохо- 
дитъ черезъ то положеше, въ которомъ 
ране былъ всяый другой меридлавтз. 

чз. Цилиндрическая поверхность. 
Такь наз. поверхность, производимая дви- 


М 
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жешемь прямой АВ (черт. 318), перемвщающейся въ ипро- 
странств$ параллельною данному направлено и пересекающей 
при этомъ данную лишю ММ. Прямая АВ наз. образую- 
зцею, а лия ЛЕХ направлямющею. 


зая. Цилиндръ. 'ГБло, ограниченное 

ча» цилиндрическото пове)хностью и двуми па- 

раллельными плоскостями, нав. унлиндролиь 

(черт. 319). Часть цилипдрической поверх- 

ности, заключенная между плоскостями, 

583 00к0в00ю поверхностью цилиндра, а. 

части плоскостей, оте$каемыя этою по- 

| верхностью  — основаиями цилиндра. Раз- 

стояше между основашями ость высота 

Черт 319 цилиндра. Цилиндр наз. ирялинм5 или 

наклоннымь, смотря по гому, перпендикулярны или наклонны 
къ осповашямъ его образуюцця. 

Прямой цилиндръ (черт. 320) наз. крую- 
вымь, если его основашя круги. Гакой ци- 
линдръ можно разсмагривать, какъ тЪло, про- 
исходящее отъ вращензигямоугольниеа 0.1.4, 0, 
вокругь сторопы ОО,, какъ оси; при этомъ 
сторона 4.4, описываеть боковую поверхность, 
% стороны ОА и 0,4, круги оснований. 
Всякая прямая ВС, параллелелая ОД, опиеы- 
ваетъ также кругь, перпендих\ лярпый къ оси. 
Отеюда елбдуеть, что ©Зчене прямого круго- 

Черт. 320 — вого цилиндра плоскостью, параллельною ос- 
новашямт, есть кругъ. Въ элементарной геометриг раземал- 
риваегся только ирямой круговой цилиидръ; для траткоети 
его называють просто чиииндроме. 

Иногда приходится разсматривать тамя прямых призмы, 
готорыхъ основашя суть мпогоугольники, впиеаняые въ осно-- 
ван1я цилиндра, пли описанные около пихъ; тамя призмы 
наз. вписанными въ цизиндрф, или описанными около чего. 

&&5. Коническая поверхность. Такъ наз. поверхность, про- 
изводимая движенемъ прямой 4.Б (черт. 321), перем щающейся 
въ пространств% такъ, что она при этомъ постоянно проходить 
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черезъ неподвиятую точку 5 и чересфкасть данную ливию- 
ИУ. Прямая ЛВ наз. обра- 
зующею, лия Д.У— напрао- 
аощцею, &а точка 5 вершиною 
:олической поверхпости. 

ЖЕ. Конусъ. ТЪло, огра- 
ничеппое коническою  поверх- 
ностью и илоскостью, перес?- 
„ающею вс образуюния по одпу 
сторопу отъ вершипы, наз, ^о- 
пусомь (черт. 339). Часть гови- 
ческой поверхности, ограничен- 
ная этою плоскостью, наз. бо- 
70800 повергностьтю, а часть Черт. 321 
плоскости, отскаемая боковою поверхпостью, —основанйемь к0-- 
ихуса. Перпендихулярь, опущевный изъ 
вершилы па осповаше, ость высо’па конуса. 

Конусь наз. прямым юууювымь, если 
его основан!е есть крутъ, а высота про- 
ходитъ черезъ цевтръ основашя (черт. 
323). Такой ковусъ можно разсматри- 
вать, какъ 1820, пронеходящее оть вра- 
щеня огрямоугольнато тр.-ка ЗОА во- 
кругь халета 5О, какъ оси. При этом 
гипотенуза 5.А производить боховую ло- 
верхность, а катеть ().А-—осповаше ко- 
луса. Всякая прямая ВО,, параллельная АО, описываетъ. 
ири вращени кругъ, нерпепдикулярный къ оси. 5 
Отсюда елЪдуегь, что сЗченюе прямого кру- 
гового конуса плоскостью, параллельною осно- 
валю. есть кругъ. Въ элемеятарной геомст- 
ри разематривается только прямой круговой 
конуеъ, который для краткости лаз. просто 
конусом. 

Иногда приходится разсматриваль тая пи- 
рамиды, которыхъ основашя суть многоуголь- 
ники, вписанные въ оспован!е конуса, или опи- 


Черт. 322 
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нные около него, а вершина, совпадаетъ съ вершиною кенуса. 
Тавюя пирамиды наз. вписанными въ конусъ, или онисан- 
ными около него. 

419. Усфченный конусъ. Усьчениымь конусомъ (черт. 
324) наз. часть полнаго конуса, заклю- 
ченная между основащемъ и сВкущею 
плоскостью, параллельною основаню’. Па- 
раллельные круги, ограничивающе усБ- 
венный конусъ, наз. основашями его. 
УсЪченный копусь можно разсматривать, 
\ бакь тЪло, происходящее отъ вращеня 
7А трямоугольной трапеци ОЛА, О, вокругъ 
стороны ОО,, перпендикулярной кь ос- 
новашямъ трапещи. 


Поверхность цилиндра и конуса. 


418. Зам5чанше. Боковыя поверхности цилиндра и ко- 
нуса принадлежать къ поверхностямъ кривым, т.е. такимъ, 
которыхъ никакая часть не можетъ совмЪститьея съ плос- 
костью. Поэтому мы должны опредФлить, что разумВють иодь 
величиною боковой поверхности цилиндра или конуса, когда 
сравнивают эти поверхности съ ялоскою квадратною единицею. 

419. Опредфленя. Боковою зюверхностью цилиндра (при 
измфрени ся квадратною единицею) наз. предьль, къ кото- 
фому стремится боковая поверхность правильной вписанной 
призмы, при неотфраниченномб удвоени числа ея боковыхь 
ранец. 

Боковою зювертностью конуси (ири измЪреши ся квад- 
ратною единицею) наз. предьль, 5 которому стремится 
боковая поверхность правильной вписанной пирамиды при 
неозраниченном5 удвоенаи числа ея боковых траней. 

430. Теорема. Боковая поверхность цилиндра равна 
произведеню окружности основаня на высоту. 

Влишемъ въ цилиндръ какую-нибудь правильную призму и 
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обозначимъ черезь 5, ри Н числа, выражающИ въ соот- 
взтствующихь единицахъ боковую поверх- 
ность, периметръ основаня и высоту этой 
призмы. Тогда будемъ имфль (376): 


$=рН 


Предчоложимъ теперь, что число боко- 
выхъ граней ваисанной призмы неограни- 
ченно удваивается; тогда величины хи РИ 
<дВлаются исрем$нными, но равенство между 
ними не нарушится. Поэтому (250) равен- 
ство останется вЪрнымь и тогда, когда Черт. 325 
вмфсто перемфнвыхъ подставимъ ихь предфлы. ПредЗлъ р 
есть длина окружности основаня (256), ® предфль $ есть 
то, что наз. боковою поверхностью цилиндра. Значить, 06о- 
значивъ первую черезъ С, а вторую черезъ 6, получимъ: 

= СН 
ая. СлЬдствия. 1°. сли А означаеть ращусь основа- 
э1я цилиндра, то С=2т В; поэтому боковая поверхность 
цилиндра выразится: 


5—2" АН 

2°. Чтобы получить полную поверхность цилиндра, доста- 

точно кь боковой поверхности приложить сумму площадей 
двухъ основанш; поэтому, обозначая пол- $ 

ную поверхность черезъ Т, будемъ имфть: 


РЕЗЕН-+ «В тва (ВН) 


4322. Теорема. Боковая зювержность 
конуси равна произведеню окрунности 
основанея на половину образующей. 

Впищемъ въ конусь какую-нибудь пра- 
вильную пирамиду и обозначимъ черезъ 
$, ри { числа, выражающих въ соотвЪ1- С 
ствующихъ единицахъ боковую поверх- Черт. 326. 
ность, периметръ основаня и зповему этой пирамиды. Тогда 
будемъ имзть (377): | 
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Предположимъ теперь, что число боковыхь граней вии- 
санной пирамиды неограниченно удваивается; тогда величины 
зи !/, р! сдфлактея перемфнвыми, по равенство межку вими 
не нарущится. Поэтому оно останется в®рнымъ и тогда, когда 
выфето перемВнныхь подетавимъ ихъ предфлы. Предёль р 
есть длина окружпости основашя, предБлъь / есть образую- 
щая конуса, а предЪлъ 5 есть то, что наз. боковою поверх- 
ностью конуса. Зпачить, обозначая эти величины соотв®т- 
ственно черезь 0, Ги 5, получимъ: 


— 1 и 
9=$ ОЕ 


433. Сл6детве. 1°. 'Такъ казу С=2-В, то боковая по- 
верхность конуса выразится: 


91.9 А р 


2°. Полвую поверхпость копуса получимъ, если ъ боко- 
вой поверхности приложимъ площадь основан; поэтому: 


Т==ВБ-- ==> (г Г) 


494. Теорема. /›оховая повертность усъчениию конуса 
равий произведентю полусулмы отружностей основанй на 
образующую. 

Виишемъ въ ус$ченный конуеъ какую- 
нибудь правильную усБченную пирамиду 
и обозначимъ черезъ $, р, р) и ( чиела, 
выражаюния боковую поверхноеть, пери- 
метръ нижняго, исриметръ верхняго ос- 
нованй и апоеему этой пирамиды. Тогда’ 
будемъ имфть (378): 


1 
8=. (р-р) 
Изъ этого равенства, разсуждая подобно 
Черт, 327 предыдущему, выводимт: 
—_ 1 
=> (С--0)Ё 


гд8 5 есть боковая поверхность усфченнаго конуса. Си С, 
длины окружностей основанй, а Г образующая. 
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425. Слёдстви. 1°- Еели Ви В, будуть ращусы ок- 
ружностей вижняго и верхняго основанЙ, то боковая поверх- 
пость усфченнаго ковуса выразится: 


5=5(2=В-- 2=1,) Г==(П-+ В) 1 

2°. Нроведемь въ трапеши О0,.4, А (черт. 327), оть 
вращен которой получается усБченный конусъ, среднюю 
линю ВС (103). Тогда получимъ: 

В0=: (04+ 0, А,)=1 (В+ В, 

Откуда: Е В, =32БС 
Сл%д.: 5=2« БО. Г, 
+.-е. боковая повержность усъченнаю конуса равна произ- 
ведению окружности средиию съченя на образуюииуо. 

3°. Полная поверхность '/'усЖченнаго конуса выразится такъ: 

Т== (1 -- Ме ВДВ 

426. Замбчане. Въ предыдущихь теоремахъ боковыя 
поверхности цилиндра и конуса разсматривалиеь, какь пре- 
дЪлы боковыхъ поверхностей правильныхъ списанных призму 
или пирамидъ. №Мели бы, подобно тому, какъ мы это дБлали 
при доказательств этихь теоремъ, мы стали находить прс- 
дфлы описанныхь призмъ или пирамидъ, то нашли бы, что 
эти предЪлы т$ же самые, какь и для вписанныхь призмъ 
или пирамидъ. Вел детв!е этого боковых поверхности цилиндра, 
и конуса можно разематривать, кахь оби эредьль боковыхъ 
поверхностей правильныхь призмь или пирамидъ, какъ вли- 
ванныхъ, такъ и описанныхъ. 


К | т 


к. | мо 


Черт. 328 
42%. Развертка цилиндра и конуса. Впошемъ въ ци.ниляръ (черт. 328) 
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какую-нибудь правильную призму и затфмъь вообразимъ, что боковая 
ея поверхность разрфзаиа вдоль какого-нибудь бокового ребра. Очевидно, 
что враацая ея грани вокругъ реберъ, мы можемь развернуть эту поверх- 
ность въ одну плоскость, безъ разрыва, и безъ складокъ. Гогда, получится 
то, что паз. разверткою бокопой поверхности прав. иризмы. Она предста- 
вляетъ собою прямоугольникьъ КОММ, составленный изъ столькихъ раз- 
пыхъ прямоугольниковъ, сколько въ призм боковыхъ граней. Осповане 
сго ММ равно периметру основашя призмы, а высота АМ есть высота, 
иризмы. 

Вообразимтъ теперь, что число боковыхъ граней вписалиюй призмы не- 
ограниченно удвайвается; тотда ел развертка будетъ все удлипятьея, приб- 
зижаясь къ иредъльному прямоугольлику КРОМ, у которалго основаше 
равио длин окружности осповашя цилиидра, а высота есть высота, ци- 
линдра. Этоть прямоугольникъ наз. разверткою боковой поверхности ци- 
линдра. 

Подобно этому вообразимъ, что въ конусъ влисапа правильная пира- 
мида, (черт. 329). Мы можемъ разр$зать ея боковую поверхность по ка- 
кому-нибудь ребру и зат$мъ, повертывая грани вокругъ реберъ, получить 
ея развертку въ видф миногоугольнаго сектора АТ», составленнаго изъ 


Черт. 329 


столькихъ равиыхъ равнобедр. тр.-коль, сколько въ пирамидВ боковых 
граней. Прямыя 5К, ба, 56... равны боковому ребру пирамиды (или об- 
разующей конуса), а длина ломаной Кад...1, равиа, периметру основаня 
лирамиды. При неограниченномъ удвосши числа, боковыхъ граней вписан. 
пирамиды развертка ея увеличивается, приближаясь къ яредъльному сек- 
тору 5КМ, у котораго дуга КМ равия, окружности основалия, а радусъ 
5К-—образующей конуса. Этотъ секторь наз. разверткого боковой поверх- 
ности конуса, 

Подобно этому можно получить развертку боковой поверхиости усфчен, 
конуса, (черт. 829) въ вид части кругового кольца АММР. 
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0бъемъ цилиндра и конуса. 


432%. Лемма 1. Обземь цилиндра есть общий предиль 
0б5емовз правильныхь вписаиныть и описанныхь призмь при 
неозреничениом: удвоени числа итё боковыхь траней. 

Впишемъь въ цилиндръ и онишемъ около него по какой- 
нибудь правил. одноименной призм. Обовначимъ объемъ, 
площадь оснозаня и высоту соотв тетвенно: для цилиндра— 
7, В, Н, для вписанной призиын—Т,, Б,, Ни для опи- 
санной призмы— Г., В,, Н. Тогда будемъ имфть (388): 


7 =В,И У=ВН 
Откуда: т, —Т, =(В,—В)Н 


При неогравиченномъ удвоеши числа боковыхь граней 
призмъ, разность В, — В, стремитея къ нулю (295), а множи- 
тель Н есть число постознное: поэтому правая часть поел д- 
няго равенства, & ел$д. и его яФвая часть стремится къ нулю. 
Объемъ цилиндра, очевидно, больше объема вписанной призмы, 
но меньше объема описазной; поэтому каждая изъ разностей 
У — Ги, — Г меньше разности У, —Й,; но послдняя, по 
доказанпому, стремится къ нулю; слёд., и первыя стремятся 
къ нулю; & это, по опредЗленю предфла, означаетъ, что 


У= пред. У, = вред. У, 


439. Лемма 2. Обземь конуса есть обийй предьль 
объземовь правильныхть вписанныхь и описанных пирамидь 
при неотраниченном5 удвоенмн числа ить боковыхё зраней. 
Впишемъ въ конусъ и опишемъ около него по какой-нибудь 
прав. одноименной пирамидЪ. Употребляя т же обозпачен!я, 
какъ и въ предыдущемъ параграфЪ, будемъ имЪть (391): 


ВИ БЕЪВН 
Откуда: у, — р, = : П(В,—В,) 


Изъ этого равенства видно, что разность У,— У, стре- 
мится къ нулю, когда число боковыхъ граней вписанной и 
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описанной пирамиды неограниченно удваивается; а такь какъ 
каждая изъ разностей: — Ги Г— Г, меньше Г,— И), то 
эти разности и подавно стремятея къ нулю; & это значить, что 
У — пред. И, = пред. Г, 
430. Теоремы. 1°. 0Об5емё ‘инлинори равен произве- 
деню площади основания на высоту. 
9°, Объемь конуса ривень произведению площади основи- 
ая ни треть высоты. 
Впишемъ зъ цилиндрь прав. призму, а вь конусъ прав. 
пирамиду; тогда, употребляя прежея обозначен. будемъ имВть: 
дя призмы...... . 7 ==В,И 


дли пирамиды...... и = зВ, Н 


Эти равсиства оестатотся вЪрными, сколько бы мы не удва- 
ивали числа боковыхъ траней призмы и пирамиды; поэтому 
они останутся в5рными и тогда, котда на место перем$нныхь 
подставимъ ихъ предфлы (250); слёл.: 


для циливдра..... "= ВН 
для конуса........ ГЕ Е ВН 


аза. Слёдстве. Если радусъь основатя цилиндра или 
конуса обозначимь черезь В, т0 В=е"; поэтому: 


06 циг. 7=-Д"Ы: об. кои. У=ук А? И 


&3»2. Теорема. Обземь усьчениио понуса равенё сумлиь 
00зем0вь треть конусовь, илпьющиха одинаковую высоту с 
усъченнымо #0н460м5, 4 основанаями.! одинь — нижнее основи- 
не этою конуса, дру трепий— среднее про- 
пориланальное между ними. 

Подобно предыдущему можно доказать, что объемъ ус5- 
чениаго конуса есть общий предЗль объемовь прав. впнези- 
ныхъ и описанныхь усфченныхь пирамидъ. Но объемъ И' 
прав. вписанной усфченной пирамиды, которой высота есть 7/, 
& площади основан В, пб,, выражается равенствомъ (393): 


== НВ + -+УВЬ) 
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Въ предфлЬ, при неограниченномь удвоени часла боковыхъ 
«раней внисанной пиррамиды, эго равенство дастъ: 


У=Н( ВО УВ) 
гд$ У есть объемъ, В и 6 площади основанй и Н высота 
уеВченнаго конуса. 
&33. СлЬдетве. Еели В и г будуть радусы нижнаго 
и верхнясо оснований ус®ченнаго конуса, то В =, =" и 
у ВЁ==У «В? = В»; поэтому: 
06. уе. ко. УИ -и- В) 


Подобные цилиндры я конусы. 


434. Опредфлеше. Два цилиндра, или копуса. наз. жодобными, оби 
они произошли отъ вращеня подобиыхъ иряхоугольшиковъ нли треуголыти- 
ковъ вокругъ сходсгвенныхъ сторонъ. Обозпачимь черезь № и? высоты 


Черт. 530 Черт. 381 
двухь кодобиыхь цилиндровъ или копусовъ, черезь г н; ихъ ращуесы и че- 
резъ и И образующия; тогда, согласно опред вленно, будемь имфуть: 
эй 7 


Отку; ‚И = н + 
А м Ни м 

435. Теорема. Гоховыя и полния поверхности подобныль цилинд- 
ровё ьмь гонусовь относятся, кихь квадрати радёусовь или высоть. п 05-- 
еми—какь губы радиусовъ или высота. 

Обозначииъ черсзь 5, Ли ТУ соотзбтетвенио боковую поверхность, 
полную поверхность и объемъ одного цилиидра, или конуса, а, черезь 51, 7 
ат И; т$ же величины для другого ци. пиара или копуса, подоблало первом. 
Тогда будемь имфть: 


А. И. КИСЕЛЕВЪ. 18 
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Даля пилиндровь: 
Я эт гой —_® 
9 — — ли, И и ‘— 7.2 ле 
ПА ТАНИ т.м и м 
Г и) м и 7 1? 
У —_ ти 2 № =“ —_ № 
РГ п, гр? у йа 
ля конусовъ: 
т а 
ат и г йа 


Топы) _г.кН —®. 1 
ии пи + - ре 
У ут —_ 98 № =" - г. 
У, _ Ищи, 1 т. | —йа 


ГЛАВА П. 


Шаръ. 


СВчеше шара плоскостью. 


азе. Опредфлеше. ТЪло, происходящее отъ вращевня 
полукруга вокругъ даметра, огравичивающаго его, наз. лиа- 
ромз, &а поверхность, образуемая при этомъ полуогружноетью, 
наз. анаровою или сферическою поверхностью. Эта поверх- 
ность представляеть собою геометрическое м$ето точекъ, оди- 
паково удаленныхт отъ неподвижной точки, называемой иени- 
ромз шара. 

Прямая, соединяющая цеперь съ какою-нибудь точкою 
поверхности, паз. радиусом», а прямая, соединяющая двЪ 
точки поверхности и проходящая черезъ центръ. наз. дамет- 
ромз шара. Ве? рамуеы одного тара равны между собото. 
а даметръ равенъ двумъ ражусамъ. 

Два шара одинаковахо радуса равны, потому что при; 
вложени опи совм щаются. 
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&33. Теорема. Сьчене шара плоскостлмо есть круз. 

1°. Предположимъ сначала, что сфкущая плоскость АБ 
ироходить черезъ центръ О шара: тогда 
вс$ точки лини пересВчешя, принадлежа, 
шаровой поверхпости, одинаково удалены 
отъ точки О, лежащей въ сЗкущей ило- 
скости; сяВд., сБчеше есть кругъ. 

2°. Положимь теперь, что сЪФкущая 
плоскость СД не проходить черезъ центрь. Черт. 332 
Опустимь ла нее изъ центра перпеядикуляръь ОЛ и возьмемъ 
на лиши пересфчешя какую-нибудь точху М. Соединивъ ее 
съ Ои К, получимъ прямоугольный тр.-къ МОК, изъ ко- 
тораго находимъ: 


МК=уомМ?— ОК? [1] 


Такъ какъ длины ОЛГи ОК не изм®няю"ся ити измфненши 
положешя точки ЛТ на ливи пересфченя, то разстояще МК 
есть величина постоянная: значить, лишя пересфчен]я есть 
окружпость. 

438. Слдстве. Пусть В, ги 4 означаютъ: радусъ 
шара. рамусъ круга сЗченя и разстояше сЗкущей плоскости 
отъ центра; тогда равеяство [1] приметъ видъ: 


Изъ этой формулы выводимъ: 

1°. Наибольшее сВчеще получается при 4—0, *.-е. когда 
сЗкущая плоскость проходить черезъ центръ шара, Въ этомъ 
случа г=А. 

СБчеше шара плоскостью, проходящею черезъ центръ, 
наз. болмииме крломь. 

2°, Офчевя, равноотегояния оть центра шара, равны. 

3°. Изь двухь сБченй, неодинаково удаленныхь отъ 
центра шара, то больше, которое ближе къ ценгру. 


18* 


Свойства большихъ круговъ. 


433. Теорема. Большой круз дъиить ширь и @0 то- 
веухность потом. 


Вообразимъ, что мы разр®зали шаръ по 


.—-. 


‚7 № какому-нибудь больному кругу и, перевер- 
, нувъ верхнюю часть шара, вложили ее въ 
< й 0 5) Нижнюю такъ, чтобы у пихъ совлали круг- 


—— лыя основашя, Тогда вс точки одной частв 
с _ “7 шаровой поверхности совмЪетятея съ точ- 


\ ками другой части, потому что т8 и друпя 

ма р одипаково удалены отъ общаго центра. Изъ 
—_ этого слФдуетъ, что большой кругъ дф- 
Черт. 333 лить шаръ и его поверхпость пополамъ. 


44. Теорема. (Черезз дю точки шаровой поверхности 
можно провести окружность большою круа и притом 
только одну, если эти точки не лежит ма вонцахь одною 
даметра. 

Пусть на шаровой поверхности, им$ющей центрь О, взяты 
какя-нибудь двБ точки 4 и ВБ. Черезъ три точки А, Он 
В всегда можно провести плоскость и притомъ только одну, 
если эти точки не лежать на одной прямой (т.-е. на да- 
метр). Эта плоскость, проходя черезъ центръь О, дастъь въ 
пересечения съ шаровою поверхностью, окружность большого 
круга. 

«А. Теорема. Окружности двудз большиить круовь пе- 
фресъкаются пополамб. 

ДЪИствительно, илоскости  двухъ 
болынихь круговъ АВ и СР ипрохо- 
дять черезь ценхръ О; значить, онъ 
поресВкалотея по прямой Л1М№, прохо- 
дящей черезъ центръ, т.-е. по общему 
ихъ Паметру; а маметръ дЪлитъ ок- 
ружность иополамъ. 

443. Теорема. Араипчейшее раз- 
стояве на шаровой поверхности ме- 


Черт. 334 
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жду двумн ея точками есть ду большою вруш, прове- 
денная между ними. 

Пуеть т есть дуга большого круга. 
проведенная на шаровой поверхности 
между двумя ея точками 1 и В, ах 
какая-нибудь кривая, проведенная па 
шаровой поверхности между т$ми же 
точками. Докажемь, что 3 диньше 9. 
Возьмемъ на кривой з произвольную 
точку Л и соединимъ ее сь Ди В 
дугами болыного круга. Проведя ра- 
усы ОА, ОР, ОБ, примемъ ихъ за 
ребра треграннаго угла. Въ этомъ углЪ, какь во веякомъ 
трегранномь (354), сумма плоскахъь угловъ АОВ и ЛОВ 
больше третьяго илоскаго угла ЛОВ. Шо эти углы измря- 
ютея дугами АР, ЛВ и АВ, проведенными изъ вершипы 
угловъ однимъ и т3мь же ращусомъ; сл$д., сумма дугь АД 
и РВ болыпе дуги АВ. Возьмемъ теперь на кривой $ иро- 
межуточныя точки № и РЁ и проведемъ дуги большого круга 
черезь каждыя дв сосфдея точки: 4, Ё, 0), Ри В, 
Такъ же, какъ и прежзе, убЪдимея. что АЕ-- ЕХ> Арн 
РЕ- РЕВ >РВ; значитъ, сумма АЕ ЕО--ОЕ-- ЕВ 
больше 4)-- РВ, а потому и подавно больше дуги зн. Во- 
образимъ теперь, что число промежуточпыхь точекъ, взятыхь 
на кривой $, неограниченно увеличивается, и между каждыми 
двумя сосфдними точками постоянно ироводятся дуги большихъ 
круговъ; тогда лини, востазленная 35 этихъ дугъ, все уве- 
личивается и постоянпо остяетея больше дуги 1; значить. 
и яредьле,*) къ которому она етремисся, должеть быть боль- 
ше и; & этотъ вредфль припимаетех за дявну дуги *. 


Черт. 885 


*) Мы принимесмль здфеь без доказательства, что предв ль кроной АЕОЕВ, 
составленной изъ ду!Ъ большихъ вруговъ, существуеть и что оиъ не зависитъ 
от» закона, по которому увеаичиваетсл число точекъ па кривой з. 
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Плоскость, касательная къ шару. 


443. Опредблеше. Плоскость, имзющая съ шаровою по- 
верхностью только одну общую точку, наз. касательною ило- 
скостью. 

Возможность существованя такой плоскости доказывается 
слфдующей теоремой. 

Теорема. //лоскость (Г черт. 336), перпендикулярная кь 
радзусу (ОА) в5 конц е10, лежещемь на поверхности! шара, 
есть касательная. 

Возьмемъь на плоскости Р произ- 
вольную точку В и соедпнимь ес съ 
цептромъ О. Такъ какь ОВ наклон- 
ная, а ОА перпендикуляръ кь Р, то 
ОВ > ОА. Поэтому точка В не мо- 
желъ лежать на шаровой поверхности; 
слЪд., у плоскости Р есть только одна 
общая точка А съ шаровою поверх- 
ностью; значить, эта плоскость каса- 
тельпая. 

44. Обратная теорема. ГЛаясатеж- 
ная плюскость (ТР, черт. 336) перпендикулярна къ раду 
(ОА), проведенному вь точку касаная. 

Такь капъ. по опредфлению, точка 4 есть единственная. 
общая у илоскости съ шаровою поверхностью, то веякая дру- 
тал точка плоскости лежитъ виЪф шаровой поверхности и. 
слФд., дальше отстоить огь цептра, чфмъ 4; такимь обра- 
зомъ, прямая О.[ есть кратчайшее разстояе точки О отъ 
плоскости Р. т.-е. ОЛ есть перлендикуляръ къ Р. 


Черт. 336 
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Иоверхность ара и его частей. 


а4>. Опредфленя. Часть шаровой поверхности, заклю- 
ченная между двумя мараллельными сфкущими илоскостями АА, 
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и ВБ,, наз. зшаровымь поясомь или зоною. Окружноети 
сёченй АА и ВВ, наз. основашями, 
& разстоящше КГ между параллельными 
плоскостями — высотою пояса. 

Часть шаровой поверхности, огсВкаемая 
«акою-нибудь илоскостью А.А,, наз. се1- 
менттою поверхностью; окружность АД, 


ссть основаме, & отрфзокъ АМ радуса. _. РА 
перпендикулярнаго къ плоскости сВчевя. м 
ость высота  сегментной иоверхвости. Черт. 337 


Сегментную поверхлость можно разсматривать, какъ частный 
случай пояса, а именно: если одна изъ параллельныхь пло- 
скостей сдфлается касательною къ шару, тогда, поясъ обращается 
вь сегментную поверхность. 

Шаровой поясъ и сегментную поверхность можно раземат- 
ривать, какь позерхности вреценя: въ то время, какъ по- 
луокрожносль МАВМ, вращаяеь вокругь даметра ДУМ, опи- 
сываегь шаровую поверхность. часть ея АБ опишегь поясъ, 
& часть МА—сегментную поверхность. 

448. Лемма. Боковая поверхность каждаю изь трех 
т%45: конуса, усьченною конуса и цилиндра равна прои:- 
ведению высоты тьла на длину окружности, у которой ра- 
дусь есть перпендикулярь, возстановаенный изь средимы об- 
разующей ди пересъчения съ осью. 

1°. Пусть конусъ образустея вращешемъ тр.-ка АВС 
вокругь катета АС. Если Л) есть средина 
образующей АВ, то (422): 

Боков. пов. конуса = 2=ВС.АП [1] 
Проведя РЕ __ АВ, получимь два по- 
добинхт тр.-ка АБСи АБЕ (они прамо- 
угольные и имВють “общ уголь 4); изь ^^, 


ихъ подобя выводимъ: | р 
ВС: ЕД= АС: АБ; # 
откуда: ВС. АБ=ЕШ. АС ы 
Теперь равенство [1] можно написать 
хакь: Черт. 338 


Боков. нов. конуса —=2%=ЕЙ. АС. Что и треб. доказ. 
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2°. Пусть усФченный конусъ производится вращешемъ тра— 
пеци АВОШ вокругъ стороны 41). Про- 
К В ведя среднюю линю ЕР, будемъ имЪть 
(425, 2°): 
Боков. ов. \6. конуса = 2ТЕЁ., ВС [2] 
Приведемъь #0! ВСи ВИ|} 4); тогда 
р с  Получимъ два подобиыхь тр.-ка ЕЕС и 


Е о 


о Н ВОН (стороны одпого перпендикулярны 
къ сторонамъ другого); изъ ихь подобы 
Черт, 339 ВЫВОДИМЪ: 
ЕР: ВП=ЕС: ВС 
Откуда: ЕГг.ВС=ЬП.Еа=АО.ЕС 


Теперь равенство [2] можно паписать такъ: 
Бок. пов. ус. кон. == 2% Йа.АТ, Что и треб. доказ. 


3°. Теорема остается вЗрной и въ оримфпеви къ цилиндру 
такъ какъ окружность, о которой говоритея въ теоремВ, равне 
окружности основашя цилиндра. 


449. Опредфлене. За величину поверхности, образуемой 
вращешемь какой-нибудь части БЁ полуок. 
ружноети АСЕ вокругъ даметра АГ, ирини- 
мають предьль, кь которому стремится по- 
верхность, образуемая вращен!емъ вокругъ тоги 
же даметра правильной вписанной ломаной 
лини ВСЛЕ, когда число ея сторонъ неотра- 
ниченно удваивается. 


Это опред$леше распространяется и на ша- 
Черт. 340 ровую поверхность; въ этомъ случа правильная 
ломаная лишя вписывается въ полукружность. 


448. Теорема. //оверхность чшаровою пояса (и се- 
ментная поверхность) равна произведензю окружности бол- 
4030 ира на высоту. 


Пусть въ дугу АЕ, производящую новерхность пояса, 
вписана правильная ломаная лия АСДЕЕ съ произвольным 
числомъ сторонъ. 
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Поверхность, образуемая зращешемь этой ломаной, со- 
стоить изь частей, образуемыхъ сторонами 
АС, СЪ, ОЕ.... Эти отдфльныя коверхпо- 
сти представляют собою боковыя новерхности 
или понуса (оть вращешя 40), ици усз- 
ченнаго конуса (отъ вралцешя СЛ. ЕЁ...). 
или цилиндра (оть вращеня ПА, сели 
ОЕ АВ). Поэтому мы можемъ иримфнить 
къ нимъ лемму предыдущаго $. При эгомъ 
замВтимъ, что пернендикуляры. возетанов- 
ленные изь срединъ образующихь до пере- : 
сЁченшя съ оеью, равны аповемВ правильной Черт, 341 
вписанной ломапой. Обозначивъ ее черезт и. получимь: 

човерхи. 4 (= 25а. [с 
поверхи. СЙ==9жа. са 
поверхи. )Ё == Эа. 4е 


Сложивъ эти равенства почленно, пайдемъ: 
поверхи. 1СОРЕГ= Эта. АР 


При неограниченном» удвоеши числа сторонъ влисанной ло- 
маной апоеема а стремится къ предфлу, равному радусу шара. 
В, а прямая ЛГ остается безь измфнемя; слЪц.: 


прег. новерхи. АСД. 4} 


Но лредьлё поверхности АС'ОЕТ есть 10, что принимаютъ 
за величипу поверхпости шарового нояса (или сегментной 
поверхности). а ирямая Г ость высота полеа: поэтому: 


поверхи. нояса 9% АН 


Замфчаше. Поггазательство нисколько не измВнитен, если 
предиололимь, что ломапая лия виисана не въ дугу АТ, 
обравзующую частный случай пояса (согментную поверхность), 
а въ какую угодно дугу, напр. въ С. 

489. Теорема. „/Л/оссуеность шара равиа произведенио 
окружности большою кра па Фаметуь. 

Или: поверхность шара равна учетверенной площади 
болъшозо кра. 
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Поверхвость шара. производимую вращешемь полуокруж- 
ности ОВ (зерт. 341), можно разсматривалъь, какъ сумму 
ттоверхностей, образуемыхь вращешемъ дуть АР и ДОБ. 
Поэтому, согласно предыдущей теорем$, можемъ писаль: 

пов. пара =. А. 44--2«В.аВ=2.В(Аа-+-аВ)= 
3%В.2 В = 4 А? 

#5. Сл5дстые. Поверхности шаровь относятся, какь 
квадуиииы радусовь или Фаметровь, потому что. обозначая 
черезь В и А, ражмусы, а черезъ 5 и ©, поверхности двухь 
зларовъ, будемь им? ть: 

У: = 4%: 4. А) = №: В ={(28): (28, 

ЧЕ. Замфчане. если бы, вместо того, чтобы въ дугу 
„ЧР (черт. 341) вписывать правильную ломаную лан!ю, мы ойи- 
си около пея правильпую ломаную, то совершенно такъ же 
доказали бы, что предЪль поверхноети, образуемой этой лома- 
ной, равепъ 2«Д/. Такимь образомъ, поверхность шарового 
пояса (сегментной поверхиости и ифлаго шара) можно раземат- 
риваль, какъ обийй предъль поверхностей, образуемыхъ враще- 
з1емъ правильныхь ломаныхь лиЙ, какъ воисаннныхь, такъ 
и описанныхъ. 

0Объемь шара и его частей. 

453. Опредбленя. Т%ло, получаемое отъ враще!я круго- 
вого сектора СОЛ вокругъ даметра АВ, не пересВкающаго его 
поверхности, наз. шаровыме секторомь; 
это тЪло ограничено боковыми поверх- 
ностями двухъ конусовъ и поверхностью 
шарового позса; посл дпах поверхность 
наз. основамемь шарового сектора. Въ 
частномъ случа одивъ изъ радусовъ 
кругового сектора можеть совпадать съ 
осью вращеня; напр., секторь 4ОС, 
вращаясь вокругъ 40, производить ша- 
ровой секторъ ОСАС,, огравиченный 
боковою поверхностью конуса и еег- 
ментною поверхностью. 

Часть шара, заключенная между параллельными плоскос- 
тями ЕЁ, и ГЕ, наз. шаровымь слоемь. №руги параллель- 


Черт. 845 
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ныхь сфченй суть основаная слоя, а разетояше е{ между 
ними— его высота. 

Часть шара РЁЕ,ВБ, отефкаемая кагою-набудь плоскостью 
Е, наз, шаровымз семеттомь. Кругь еБченя есть основане 
сегмента. а отрззокъ БГ радуеа, периендикулярнаго кь ос- 
нованно, сстъь высоты сегмента. Шаровой сегментъ представ- 
лиетъ частный случай шарового слоя, а именно: если одна 
изъ параллельпыхъ плоскостей сд$лается касительною къ шару, 
то слой обратится въ шаровой сегмент. 

Шаровой слой и сегментъь можно разематриваль, какъ 
тФла вращеня: когда полукругь АДВ (черт. 343) произво- 
дитъ своимъ вращенемь шаръ, часть его ЁеРЕ производить 
< 10й, а часть /ЕВ-—-шаровой сегмевтъ, 

453. Лемма. ели пр.-кь АВС вращается вокру оси 
ху, которая аежадпь вв плоскости тр.-ка, проходит чрезь 
210 вемиину А, по не пересюкаета е10 поверх- т 
ности, то объему тьла, получаемио при этомь | В 
врайценаи, равен произведет поверхности, | 
образуемой прютивоположною стороною ВС, 
на одну треть высоты 1, опущенной эту л 
сторону. 

При доказалельствВ разсмотримъ три случая с 
1°. Ось совпадаетз стороною АВ. Въ этомъ | 
случаВ искомый объемъ равень сумм объемовь у 
двухъ конусовъ, получаемыхь врашенемь прямо- Черт, 44 
угольныхь тр.-ковь ВОР и РСА. Нервый объемъ равень 
' тСР*.ОВ, а второй— '//=С0'.РА; поэтому: 


06. АВО==ОрЖЬВ-+ЬА)=,=00.0С.ВА 


ЧТроизвееше РС.ВЛ равно .ВС./, закь какъ 
каждое изъ этихь произведешй выражаетъ двой- 
ную площадь тр.-ка АВС; поэтому: 


06 АВО= ;т0С.ВС.Л 


Но произведеше <РС.БС равно боковой по- 94 
верхности конуса ВОС; значить Черт, 345 
06. АВС= (шов. ВС). р 


© 
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2°. Ось не совпадчеть с5 АВ и не параллельна ВС- 
Въ этомъ случаВ искомый объемъ равенъ 
разности объемовъ. производимыхъ вращешему. 
`В гр.-ковъ АМС и АМБВ. По доказанному въ 
первомъ елучаВ объемъ АМС=1/, й (пов. МС). 
а объемь АМВЫ='/.й (пов. МВ); слбя.: 
| и С 05. АВС (ов. МС —-- 


А —- нов. ЛВ) = . й (нов. ВС) 


3°, Ось параллельна сторотшь ВС. (черт. 347). 

у Тогда искомый объемъ равенъ объему ДЕ ВС безъ 

Черт. 346 объема АЕБ и 0езъ объема АСО; первый изъ 

нихь равенъ «ОС*. ЕО, второй— /«ЕВ*ЕА и треййы— 

'/=.00*.АГ. Принявъ теперь во ввимаше, что ЁВ=_ДС, 
получимъ: 


Объель АВО==РС*(ЕЛ — ‚ ЕА)=5 АР) 
==РС(ЕОЬ— | Кр)==00°. ЕР 


Произведене 2-=РО.ЕШ выражаетъ боковую 
поверхность цилиндра, производимую стороною 
“С ВС; поэтому: 

06. АВС (пов. ВС). 1 РО= (шов. ВС). 31 


Черт. 347 454. Теорема. Объемь иаровозо сектора 
равенз произведению повергиости 0 основамя на треть 
радиуса. 

Пуеть шаровой сехторъ производится вращешемъ вокруг 
даметра ЕР (черт. 348) сектора А4ОР. Поведемь разсуж- 
ден1е въ слёдующей иослЗдоватезьности. 

1°’. Впишемь въ дугу АЛ правильную ломаную линио- 
АВСЬ съ произвольнымъ числомъ сторопъь и зат6мъ опи- 
шемь около нея соотв8тствующую ломаную 4,6,С,1). Мно- 
гоугольные секторы О-ВСЛ и 04.В,С,0, ироизведуть при 
вралиея! н$Зкоторыя твла, объемы которыхъ обозначимъ: пер- 
заго черезъ У;, & второго черезь 7.. Объемъ У, есть 
сухма объомовъ, получаемыхь вращешемъ тр.-ковь ОЛВ, 
ОБС, ОВО вокругъ оси ЕЁ; объемъ Г, ееть вумиь объе- 


лВ 
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мовъ, получаемыхъь вращешемъ вокругь той же оси тр.-ковъ 
ОАВ, ОБС. 0. Прим ним КБ р 
этимъ объемаиь лемму предыдущаго $, при- | 
чемъ замтимъ, что высоты первыхъ тр.-ковъ | 
раввы аповем$ 1 влисаняой ломаной, а |/ 

И 


А 


и 


‘ 


высоты вторыхь тр.-ковъ равны рамусу В 
пара. Соглаено этой лехмЪ будемь имть: 


у. == (пов. АВ) .. -4{- пов. (В С)-5-|- (пов. Ср) ь | \* 
— (пов. АВС 0) 5 Ё 


а — 


УРЕ(кв. АВ) Е (пов. В, 0\) рю вой к-- 5 
—=(пов. 4, В.С, 7),) .. Черт. 348. 


Вообразимъ теперь, что число сторонъ обфихъ лома- 
маныхъ лин неограниченно удваивается Тогда поверхности 
АВСР и 4,В,С,0, будуть стремиться къ общему предфлу, 
именно къ поверхпости шарового пояса АЛ, а амовема « 
будеть имфть предзломъ рамуеъ А; слфя.: 


—_ `В 
пред. Уг=иред. Г, (пов. 40) 5 


Теперь докажемъ, что общий предфлъ объемовъ 1, и 

У, есть объемъ И шарового сектора О4БВ.— Очевищно, что 
и >У, и И, >> Й; значить, хаакдая изъ разностей У--Т, и 
— Г меньше разпости У, — Т,. Такъ какъ, по доказанному, 
рем у, и И, стремятся кь общему преяфау, то разность 

у,— г, стремится къ нулю; саФд., разности И-- 7, нТ,— 1% 
и подавно стремятся къ нулю; а это значить, что урн. 


У, = пред. Г, .Но было доказано, что пред. Г. == (пов. Ар); 
значить: 

_ Л 

==: (нов. 1). 


Замфчане, Теорема и ся доказательство не зависять отя 
того, будетъь ли оданъ изъ радусовь кругового сектора сов- 
задать съ оеыю вралцениг, или птЪ. 
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455. Теорема. Обземь шара равняется произведению ео 
поверхности на треть радусч. 

Газбивъ полукругь АВСО, произво- 
дящй таръ, на каще-нибудь секторы А4ОВ, 
ВОС, СОБ, мы замфтимъ, что объемъ. 
шара можно разематривать, какъ сумму 
объемовъ этихъ секторовъ. Такъ какъ, 
ВВ д. Согласно предыдущей теорем: 

Объель 4ОВ = (пов. АВ) 1, В 
Объемь ВОС: (пов. ВС) ',, В 
Черт. 349 Объем СОР = (шв. СР)! 3 В 
то объемь шара == (пов. АВ -- нов. ВС'-Е пов. СР) /,В= 
— (в. 4ВСО) т, В 

458. Сл5дстве. Обозначимъ высоту шарового пояса, или сег- 
мента черезъь //, а рамусь шара черезъ А; тогда поверхность 
пояса или сегмепта выразигся. какъ мы видили (448) формулой 
21 ВН, а поверхность шара (449) формулой 4т1?; поэтому: 

06. мар. секторя = п АН. В = "|= АН 

056. шара == 4 [^. | й=: т 
Отсюда видно, что объемы шаровь относятся, как кубы 
рафусовь или Фаметровь. 

453. Теорема. Объелмь 9441706010 самента равень объелиу чилидуи, 
у которало радусь осповашя есть высота семента, ч высота равна ру- 
дзусу шара; уменышеннольу на треть высоты семента, 

т. с. УИ (нН—1.Н) 
тдЪ Н есть высота, сегмента, а В раду ст шара. 

Объемт, сегмента, АВВ, иаЙдется, селн изъ 
объема, парового сектора 0.8.4В, вычтемь об\.- 
емь конуса ОВВ,. Первый изъ нихъ равагь 
#/т ЕН, а второй /жСВ2.СО. Такъ какъ Ви" 
есть средняя пропорщалальпая между АС и С 
то СВ-ПФВ—1Т); поэтому СВ?.СО.—Н(28-- 
Н)(В—Н)=2А®Н ВН*-2ПН?+ НЗ=2Н -- 
ЗЕН?-- НЗ; слЖд.: 


2 
06. 4ВВ,—0об. ОВАВ,—0б. ОВВ,—5- И 
ТтСВа. 00-Е РАНЕ И--ЕВНа-упИЗ= 
э {3 * 2 


ИАН) 
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458. Теорема. Объемь шаровото слол равену объему чара, цмтьо- 
аииао ЧФаметромь высоту слоп, сложенному су полусуммою объемовь двулъ 
иилиндровь, у поторыхь высота равнине высотть слоя, а основишя: у одиоло 
нижнее, у друлое верхнее основан слоя. 


ры: 
т. с. } верите 


гдф Н есть высота, слоя, 8, 31 и 7. рамусы основав слоя. 


Предварительно пайдемь объемь, получас- 
мый вражевемт, вокругь дамстра А круго- 
вого сегмента, ВС (покрытаго па, чертеж$ штри- 
хами). Этотъ объемъ есть разность между объе- 
момъ шарового сектора, ОВС и объемомъ гла, 
получаемаго вралценему тр.-ка ОВС. Первый 
равенъ т АН, а второй будетъ 


оз 
(нов. ВС) во= 2-Е. н) О-о Е.И 


Сльл., объемъ оть врашешя сегмента, вмразит- Чэрт. 351 
ся тажъ: 
р. „2 ) 
®Ш {2—0 И.С И. ТВС ВС?. 
2 


Чтобы получить объемъ слоя, достаточто къ пайденному объему ириожить 
объемъ усфченнаго копуса ВВ, С.С; поэтому объемь слоя бу дстъ: 


е. ВИ =(Сае-- Ва до. Вт И(ВС-2Са--2 ВВ Са.ВО) 


Проведя 87): Са, будемъ ить: 
ВСВ? Ср И?-|-(Си— ТФ 2 П-+- Са?-- В? Э0а.Вь 
Подставивъ это выражение зъ предыдущую формулу, найдемь: 
06. слоя ти з-|-3 3 Сееави ут НЗ (‘а2-- В Н 
или, обозначая Са черсзъ 71, а ВЬ черезъ го: 
- 1 1 
06. слоя т Н т н2--то®) Г 


Положивъ въ этой формуа\ *.—0, получимъ повос выражеше для объема, ша. 
рового сегмента: 


. То: 1 
00, сори. ИП--тт? Ы 
› = 


— 288 -— 


ЗАДАЧИ. 


353. Объемь цилиндра, у котораго высота вдвое болве даметра, равен 
3 куб. метру. Вычислить сго высоту, 

354. „Маметръ осповашя пиляидра, =16 самг., а полная поворхиость его 
содериигть 1546 квадр сант; вычислить высоту этого циинидра. 

355. Цайти вЪеъ желфзиой цилиндрической трубки, которой внутрен 
даметръ =-17 сапт., вифиийй аметрь —18 сапт., а длипа 74 ваит.; удбль- 
ый вЪсъ желза, ТТ. 

356. Въ сосудъ, имБющй форму коиуса, обращениаго вертиною вндзъ, 
ъливають 345 граммовъ ртути. Зная, что уголь лри вериитив конуса, равепл, 
600, а ух. вЪсъ ртути 13,596, вычислить высоту, до которой на.иета ву сосу - 
дБ ртуть. 

357. Вычисличль боковую поверхность и объем усбчентаго конуса, у ко- 
тораго рамусы оесновалий суть 27 и 18 сапт., а образующая 21 саит. 

358. Иа, какомъ разетолийг отл, центра, шара, которато раду сь равенъ 
2,425 метра, слЬдуеть провести сфкущую инлоскость, чтобы отношеше по- 
верхвости мепьшаго сегмеита къ боковой поверхпости конуса, ихБющато 
общее съ сегментомь осповаше, а зермииу въ цеитр% тнара, равнялось 1:4. 

359. Найти объемь тфла, пропеходящахго отъ вращешя прав. 6-угольни- 
ка со стороною @ вокругь одпой изу своихъ сторопъ. 

360. Вычиелить радмусь шара, ониеалтнаго около куба, котораго ребро 
равно 1 метру. 

361. Мельзпый пустой шаре, когорало мгьиний радёусъ —0,154 метра, 
плаваетъ въ вод№, погружаясь вь пес па, иоховпиу. Вычиелить толщипу это- 
го шара, зиал, что уд. вБоь желфза равенъ 7,7. 

362. Вычислить объемь тЬла, пронсхотящало оть вралцешя прав. тре- 
Угольник? со стороною @« вокругь оси, проходящей черезъ его вершину и 
параллельной противоположной сторон». 

365. Лаит равностороинй Л АВС со сторопою @: па ВС строать 
кладратъ ВОВЕ, располагая сто въ противоположную сторопу оть треу- 
гольника. Вычиелнчь объемь тфла,. происходящага отъ враацешя 5- гольшигка. 
АЗВЕЛС вокругь сторолы АВ. 

364. Данъ инадрать АВОХ со стороною а. Черезъ вершину А проводят ь 
прямую -.4В, перленди у лярную къ дагонали АС, и вралцають квадралъ во- 
кругъ .1А. Вычисиггь иоверхпость, образуемую периметромт» квадрата, и 
объемъ, образуемый ллощадью квадрата. 

365. Дапъ прав. 6-угольникь АВОРЕЕ со стороною а. Черезь вершину 
А проводать прямую 48, пернеидикуляритю къ рамусу 044, и вращають 
б-угольткъ вокругь 4. Вычисанть поверхность, образуемую периметромт, 
и объемъ, образуемый площадью нрав. 6-угольиика, 

366. Въ шарф, котораго радует равен 2, просверлено цилипдрическое 
отверете вдоль ого даметра. Вычислить объему, оставшейся части, если ра- 
жусъ дилиидр. отверст1я равелъ 1. 
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ПРИЛОЖЕНШЕ 


Глави®йнИе методы рфшешя геометричеекихъ задачъ на 
построеше. 


+. Методъ геометрическихь МБСТЪ, извфотный сще со временъ Пла- 
тона, (7\” вфка до Р. Хр.), состоитъ въ сл5дующемъ. Положимъ, что ршене 
прелложепной задачи сводится кь нахождешю нЪкоторой почки, которая 
должна, удовлетворять извветлымь услонямъ. Отбросвуь изъ этихъ условй 
какое-либудь одно; тогда, задача, едВлается неотредъленною, т. с. ой могутъ 
удовлетворять безчислениое множество точекъ. Эти точки составять иЪко- 
торос геометрическое м$ето. Ностроимъ его, сели это окажется возможнымъ. 
Затвмъ примемь во внимашюе отброшенное нами условно и откинемь какое- 
чибуль другое; тогда задача, будетъ снова, уховистворяться безочисленнымъ 
множествомъ точекъ, которыя составятъ повос геометрическое мЪето. По- 
строимъ его, если это возможно. Искомая точка, удовлетворяя возм 
условямъ, должна, лежать на обонхъ гсометрическихь мфетахъ, т.е. она 
должна находиться въ ихь переебчешь. Задача, окажется возможной илн не- 
возможной, смотря по тому, пересзкалотся или ить найденныя геометр. м$- 
ста; к задача будетъ имфть столько рыненй, сколько окажется точекь по- 
ресфчешя. 

Приведемъ на этоть методъ одипъ примфръ, который вмЪст} съ тЁёмъ 
покажеть намт, както иногда приходится яводить въ чертежъ вопомогалель- 
ныя лиши с цзлью принять во внималие ве данныя условя задачи. 

Задача. Построить треурольникь по основанио а, уулу при вершилиь 
А и сумм з боковыхть сторон. 


Пусть АВС будсть искомый Л. Чтобы 
принять во виимане дапную сумму боко- 
выхъ сторонъ, продолжимъь ВА и отадо- 
жимъ ВИ. Проведя МС, получимъ вспо- 
могательный тр.-къ ВМС. Если мы по- 
строимт этотъ тр.-къ, то затмъ легко 
построит» и тр.-къ АВС. Построеше тр.- 
ка ВМС сводится къ пахожденю точки 
М. ЗамЪтивъ, что тр.-къ АМС разнобел- 
ренный (АМ—4АС) и слфд., /МЫЕУ А 
САМ-НИ/С=И 4), мы видимъ, что точка, 
“М должна, удовлетворять двум условянь: 
1) она, удалена. оть В на, разстояще $, во Черт. 352 
2) изъ нея данная конечная прямая ВС 
внхна поль угломъ, равнымъ 1/. 4. Отбросивь второе услоше, мы получимь 
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безечисленное множество точекъ №, лежащихъ на, окружности, оппсанной 
изъ В ращусомъ, равным 3. Отбросивъ первос услов!с, мы получимъ также 
безсчислепиое множество точекъ М, лежащихь на, дугВ сегмента, построеп- 
наго на ВС и вм5щающаго утолъ, равный 1. Такимь образомъ нахожде- 
не точки М сводится къ построенно двухъ теометрическихъ м$еть, изъ 
которыхъ каждое мы построить ум$емь. Задача окажется невозможною, 
ссли эти геометричесяя мета не будуть имфть общихь точекъ; задача, 
будетъ имфть одно или два рВшещя, смотря по тому, касаются ли, или же 
перес$каются эти м8ста (на, пашемъ чертеж дуга, сегмента нерсе$кается 
еъ окружностью; вол лоты этого иолучалотся два, тр.-ка АВС и 4. ВС, удо- 
влетворяюццие условшямъ задачи). 

Иногда задача сводится ис къ опредфленио точки, а къ нахожденио 
прямой, удовлетворяющей изсколькимь условям» оли отбросимъ одно 
изъ нихъ, то получимъ безчислоенное мяожество ирямыхъ; при этомъ мо- 
жетъ случиться, что эти прямыя опредВляютъ иЪкоторую линпо (иапр., 
всЪ будуть касательными къ нЪкоторой окружности). Отбросивъ другое 
услово и принявъ но внимаюме то, которое было откинуто ране, мы по- 
лучимъ снова безчисленное множество прямыхъ, которыя, быть можеть, 
опредфлятъ нфкоторую другую лишю. Постронвъ, если возможно, эти дв 
лияи, мы затфмъ легко найдемъ н искомую ирямую. Пусть, напр., намъ 
предложена задача: провести съкушую къ двумь даннымь окружиностямь 
О в 0, такь чтобы части съкушей, закмоченныя внутри окру- 
жностей, равнялись соотвътетвенно данпнымь длинамь аи м. Если 
возьмемъ только одно услове, папр., чтобы часть сЗкущей, лежащая вну- 
три круга О, равнялась а, то получимъ безчиеленное множество сфкушщихъ, 
которыя вс ‘должны быть одинаково удалены отъ центра этого круга, 
(такъ кажъ равныя хорды одинаково удалены отъ центра). Поэтому, если 
въ круг О гдф-нибудь построимъ хорду, равную а, и затЪмь радтусомъ, 
равнымъ разстояню этой хорды отъ центра, онишемъ окружность, кон- 
центрическую съ О, то вс$ сЪкущя, о которыхъ идеть рЪчь, дозжны ка- 
саться этой вспомотательной окружности. Подобнымъ образомъ, припявъ 
во внимане только второс уелов!е, мы увидимъ, что искомая сЪкущая дол- 
жна касаться второй вспомогательной окружности, концентрической съ О\. 
Значитъ, воиросъ приводится къ построению общей касательной къ двумъ 
окружпостямъ. 

КромЪ тфхь геометрических мЪстъ, которыя указаны вт текот% этой 
книги (58 63, 98, 162, 200), полезно замфтить еще олбдующия (доказатель- 
етво предоставляемъ самимъ учащимся): 

19. Геометрическое м$сто точекъ, дБлящихъ въ данномъ отношения 
отр$зки параллельныхъ прямыхъ, заключенные между сторонами дапнаго 
угла, есть прямая, проходящая черезъ вершину угла и какую нибудь одну 
ИЗЪ этихъ точекъ. 

20. Геометрическое место точекъ, которыхъ разетоящя отъ стороиъ 
даннаго угла, находятся въ данномъ отношены, состоитъ изъ двухъ пря- 
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мыхъ, ироходящихь черезь вершииу угла, и изь которыхъ одна лежить 
внутри угла, а другая внЪ его. 

3. Геомстрическое мВсто точекь, дБлящихь въ даиномъ отношен1и всЪ 
равных хорды данной окружшости, есть окружность, коицентрическая съ 
дапною. 

48. Геомстрическое место точекь, изь которыхъ касательныя, прове- 
допныя къ даилой окружности, пузють далшую диипу, есть окружность, 
коицонтрическая съ данною. 

50. Геометрическое мЪсто точекъ, квадраты разстояй которыхь отъ 
двухъ данныхь точекь А п В и!юоть ностоянную сумму, есть окруж- 
ность, которой центръ лежитъ въ средштЪ ирямой АВ (доказательство оено- 
вылается па теоремв 8 912). 

69. Геометрическое место точек, квадраты разетоянй которыхь оть 
двухъ даипыхь точен А и В чмВють постоявную разность, есть прямая, 
нерпсидикулярная къ прямой АВ. 

10. Геометрическое м5ето точекъ, сумма разстояти которыхъ отъ сто- 
ролъ даниаго угла постоянна, есть лежащий внутри угла отрЪзокт, прямой, 
отофкающей отъ угла, равнобедренный тр.-къ. Продолжения этого отр$зка, (я 
об стороны) предотавляють геомегр. мЬсто точекь, разность разетоян! 
которых оть сторонь угла, ностояниа,. 

98. Гоометрическос мВсто точекь, дфлящихъ въ данномъ отношеши хор- 
ды, проведенныя изъ одной точки А далаой окружиости, согь окружность, 
касаленьная къ данной въ точкф А. 

Посл$диее теомотрическое мЪсто составаяетъ частный случай са$дую- 
ии о болфе общаго: 


Черт. 353 
%. Если изъ данпой точки О (черт 353) къ различнымъ точкамь А, 
А;, А... кокой-нибудь фигуры Л проведсмъ прямыя 04, Од, ОЛи..... и 
на каждой изъ пихъ отложимь части Оа, Ов, Оа1,... такя, что 
Оа:ОА—Оа:ОА,—Ои1: 0.4 .—=..... 


19* 
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о геометрическое м$сто точекъ а, а, а... есть фигура Х, подобная фигурЪ 
Ри одинаково съ ней расположенная относительно точки О. 

'Гакимъ образомъ, еели фигура Ё есть прямая, то и {# есть прямая 
(параллельная #); если # сесть многоугольникъ, то и ресть многоугольникъ, 
нодобный и одинаково съ нимъ расположенный; если Е ость окружпоеть 
то и ресть окружность. 

Котха, пропорщональныя части Оа, О, Оа:1... откладываются на, иро- 
должемяхъ зинй Ол, ОЛ,... (за точку 0), то получается тоже нодобная 
фигура, но расположенная обратно отпосительно точки О. 

Замфтиму, что точка О въ этихъ случаяхъ лаз. иемиромь 7109064я фи- 
туръ Ри, точки А ца, Ау па ит. д паз. сходственными точками, а 
прямыя ОА, О4....—-лучами подобая. 


$. Методъ подобя. Онь состоитъ въ томъ, что, пользуясь н%кото- 
рыми данными задачи, строятъ сначала фигуру, подобную искомой, а за- 
твмъ переходять къ послфдией. Этоть мегодь особенно удобенъ тогда, 
когда, только одна, дамиая величина ость длина, а всф прочая суть или ут- 
лы, или отномешя дишй; таковы, напр., задачи: 

Построить треуьольникь по данюму уулу, сторонь и отношению 
двухь друмихь сторонз, или по двумь умамь и длинь нъкоторой прямой 
(высот, меманЪ, биссектриссВ ит. д.}; 

Построить квадрать по данной сумль ии разнодии между дало- 
мельзо  стороною; и т. п. 

Въ этихл, задачахъ положеше нокомой фигуры остается ироиззоль- 
нымъ; но во многихъ попросахь требуется построить фигуру, которой по- 
дожене относительно дапиыхь точекл, или лиШЙ виолн опредлено. При 
этомъ можеть случиться, что, огрфшивиисеь отъ какого-нибудь одного изъ 
усломй позожешя н оставизъ вс$ остальныя, мы получимь безчисленипое 
множество фигуръ, яодобныхь искомой Вт тамомъ случаЪ метолъ подойЯя 
можеть быть употреблент, съ пользою. Приведемъ прим ръ. 


А 


Черт. 354 


Задача. Вь данный уюль АВС вписать окружность, которая про- 
ходила бы черезь данную точку М черт. 354). 
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Отброснмь на время требоваше, чтобы окружиость проходила, черезъ 
точку М. Тогда вопросу булетъ удовлетворять безчисленное множество ок- 
ружностей, которыхЪ центры лежатъна биссестриес$ ВХ. Постронмт одну изъ 
такихъ окружностей, напр. ту, которой центру есть о. Возьмемь на ней точ- 
ку и, стодственную точкЪ М, т. е. ложащную па луч подобмя МВ, и про- 
веделъ ралтуст то. Если теперь постропмь М0 |]0, то точка О будетт, 
центромъ искомато круга. Д.бйствительно, проведя къ сторон АВ перпен- 
дикуляры ОМ и от, мы получимт, подобные тр -ки МВО и жВо, М№ВО и 


пВо, изъ которыхь будемъ имЗть: 
МоО:то=ВО:Во 
МО:по=ВО:Во 
Откуда МОлто=МОгио 


Но то==по; сл. и МО=МО, т.-е. окружность, онисамная изъ центра О 
рамусомь ОМ, будетъ касалься сторопи АВ; а такъ какъ ся понтръ 1е- 
жить на биссектрисе% угла, то опа каснетея и стороны ВС. 

Еелн за, сходетвеиную точку лозмемь другую точку т перссБчешя луча 
ВМ съ окружностьо о, то найдемь другой центръ О, искомаго круга. 
Слфх,, задача домускаеть два рфщеня. 

$. Методъ параллельнаго перенесеня. Зосьма часто бываетт, полезно 
перемКетить н$которыл части даниой пли искомой фигуры въ другое по- 
ложеше, при котором чегче обраружить зависимость между дапиами э4е- 
ментами и искомыми. Существуют различные премы *акого перемищеня. 
Разсмотримь спачала зараллельное перенесешю. 


Задача. Построить чеирелольникь АВСОО, зная всь 10 стороны и 


прямую ЕТ, соединяюииую средины противоположныхь сторонь АВ и СТ. 
Чтобы сблизить между собою даашыяя 


лини, перенеесмь иараллельно самих 
ссбф стороны АБ и ВС вь ноложешя 
ЕТ, н ЕС. Тогда ирямая РО, будетъ 
равна и параллельна АТ, а ирямая СС: 
разпа, п иараллельна #В; по такт, какъ 
АЕ=ЛВ, то ОБ-=СС, и БГ, | 60. 
Велвдетв!е этого тр.-ки ХР, Ё и ССК 
будут» равны (такъ какь у цихь: 
Рр:=Сс, РЕ=оЕ и ДРРЕ= 
ЕСС); значить, ХРЕП=ИСЕС,, кк 
и лотому ия ВРС. должна быть Черт. 355 

прямая, т.-е. фягура ЯР ЕКС, окаякстея треугольникомь. Вт, этомь тр.-к® 
извфетиы дв сторопы (Е =АЛ в ЁС,=ВС) и медлапа ЕЛ, проведенная 
къ третьей .сторонв. По этимь даннымь легко построить тр.-къ (если про- 
должимъ медану ЕГ за точку Е на дзину, равнузо ей, и полученную точку 
сосдинимъ съ ДР; и (1, то получимъ параляелограмыъ, у котораго известны 
‚оторюны п одна джагональ). 
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Найдя ЛЕО, Ст, строимъ затФлъ 1р.-ки Д.О в С.СЁЕ, а затЪмь и 
вось четыреугольиикь АВСР. 

Замфтимъ, что иногда, бываеть полезно переностя параллельно даниому 
направлешю пвлую фигуру, папр.: окружиюеть. Въ отомъ случа вой точки 
поремБщаемой фигуры онпеывзиоть параллельиыя и разныя пряммыя (сх., 
напр., задачу 383). 

&. Методъ вращеня вокругъ точни. Для уленешя этого особеинаго 
вида перенесешя ириведемь слздуюлний иримръ: 

Задача. Даны по положению точка С и двь ивопредълениый пуимыя 
аи. Построить преузольникь АВС, которило одиф вершина была бы въ 
С, а двъ друия лежали бы на прямызь а, и который кромь толо быль бы 
подобень данному треуюжнику (пе помщенному из, чертеясВ). 

Пусть захача, р шена,. Замтивъ, что углы цекомаго гр.-ка дали, обоз- 
цачимъ одияЪ дзъ чихъ, который нахо- 
дитея при точк$ С, зерезъ в. Повер- 
немъ всю фнтуру вокругь точки С’ въ 
направлеиш, указанномъ стрфэкою, на 
уголь ® ип найдомь похожее, которое 
займегь поехВ вращеня ирямая ‹. Дяя 
этого достаточно орустять на а пер- 
пендикулирь СР, затбмъ новернуть 
его на \готь в въ иоложенш СРВ, и 
прозести черозь В, нрямую а!, перпен- 
дикулярную къ СЛ; Прямана,; и 6\- 
деть то положене, которое займеть 
посдё вращеня прямая а, Такъ как 
при вращетии веё части фигуры по- 

Черт. 356 зертыволотся на одигь и тоть кеутолъ, 
то СА, пося6 вращешя, пойдеть ио СВ; велбдетые этого точка А упадет» 
в 41, ®.-с. вЪ точку переезчешя СВ съ а. 'Гакъ какъ отиошеше С къ СВ, 
нии все равно, отпошене (9; кь СВ, дано (иусть это будеть ть : ®), то теперь 
вопросъ сведенъ къ тому, чтобы черезь точку С ировести тах ю прямую САз, 
которая поресзкалась бы съ прямыми © и в; въ точках» Ви Аь, удовлетво- 
ряющихъ пропорции: 


САг: СВ=ь: п 


Чтобы провести такую прямую, досталочно раздбанть СЛ; на частн въ 
отношеши т: я к черезь точку дваейя провоети прямую параллельную а; 
пересфчене этой прямой сь 6 опред?уиггь точку В. 

%. Методъ вращеня вокругъ прямой (ны методу, симметрио. Нногая, 
ирюмь построешя аегко обнаруживается, осин перегиемъь часть чертежа, во- 
круг ИЗкоторой прямой такъ, чтобы эта, часть заняла, симметричное пояо- 
жене ио другую сгорону отъ этой прямой. Приведемъ примзръ. 


— 295 — 


Задача. На неопредълениой прямой АВ найти такую точку х, чтобы 
сумма ед разстоями оть данныхь М 
точекь М и № была наименьшая. 

“ели, порегнувт чертежъ вокругт, 
АВ, приведемь точку М въ симмет- 
рнчное отиосительно АВ положене 
М,, то разетояня точки М отъ какой 
угодно точки прямой АВ сдфластся 
равнымъ разстояшю точки М, оту 
той же точки прямой АВ. Поэтому 
суммы Их-сМ, Ма -2М.... равны БА, 
соотвфтетвенно суммамъ М\х-+-<М, а 
Ми М....; но изъ поелднихь сумуЪ М, 
наименыпая будеть та, при которой Черт. 357 
лишя М М окажется прямою, Отетода, становится яснымъ премъ построешял. 

"Го же самое построеше р шаетъ и другую задачу: на лрямой-А В наити! 
такую точку х, тобы прямыя хМ и %М, проведенныя отъ ися къ дан- 
нымь точкамь М ци М, составляли сь АВ равные лы. 


®. Методъ обратности. Нногдао, бываетъ полезно, такъ сказать, пе- 
ревернуть задачу, т.-е. дачныя условия задачи взять за искомыя ин на- 
оборочъ. Прим$ромъ служитъ слБдуюжщая задача. 

Задача. В» данный треуюольникь АВС вписать дртой треуюльникь, 
3 которало стороны были бы параллельны сторонамь друюло данназю тре- 
зрольника ММР. 

Перевериемъ вопросъ: опишемт, около тр.-ка, ММР другой тр.-къ 41 В:С\, 
у котораго стороны были бы параллельны сторонамъ тр-.ка АВС (что, 
конечно, легко выполнить). Тогда мы получимъ фигуру, подобную искомой; 
раздфлизъ затЬмъ какую-пибудь сторону тр.-ка АВС на двЪ части, про- 
порщанальныя отр®зкамъ сходственной стороны т.-ка, 4,В,С\, мы получимъ 
одну изъ вершинъ искомато тр.-ка. 


Примфры задачъ, рЕшаемыхъ этими методами. 


19. Шетодь зеометрическихь мъст». 


367. Построить четыреугольникь АВС, около котораго можно было 
бы описать окружность, зная его стороны 43 в ВС, Магональ АС и уголь 
между магоналямн. 

368. Построить троугольникъ по основанйо, углу при вершин и сумм 
нли разности квадратовъ двухъ другихъ сторояъ (напр., основан!е 5, уголъ 
при вершин® А, и сумма квалратовь боковыхъ сторонъ А). 

369. Окохо равносторонняго треугольника описать квадратъ такъ, 
чтобы 7бЪ фигуры нмфли общую вершину. 
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370. Найти точку, изъ которой гри отр’Бзка данной прямой: АВ, ВС 
и СЛР были бы видны подт равными углами. 

371. Внутри тр.-ка найти такую точку, которой разстояшя до сторонь 
тр.-ка, относились бы между собою, какъ 6:3:2. 

372. Найти точку изъ которой три данные круга были бы видны подъ 
равными углами (указаюе: надо сначала, найти гсометр. мЪсто точекъ, изъ 
которыхъ два данные круга видны подь равпыми углами). 

373. Дана окружность п каюя-нибудь дв ирямымя. Найтн па окруж- 
ности такую точку, чтобы сумма ся разстолн!й отл» этихь прямыхъ была, 
иаиленыпая. 

374. Иревратить данный +р.-къ вь равновелиюЙ другой тр.-кЪ съ дан- 
нымь оеновалнемъ и ср даннымъ угломъ при вершин$. 

315. Въ даиной окружности провести двЪ хорды дамной длипы такъ, 
чтобы оиф пересфкалиеь подъ дапнымь угломъ н одна изь нихъ проходная, 
черезь лаиную точку. 


96, ЛГеттодь подобя. 


376. Построить тр.-къ по углу при вершин, высот и отношению оч- 
рЪзковъ, на, которыя основаше длятся высотою. 

377. Внисать квадратъ въ даптый тр.-къ, »ь данный секторъ, вт» дан- 
ный сегмептт,. 

378. Черезъ данную точку провести прямую чекимъ образомъ, чтобы 
три даниыя ирямыя, исходянця изъ одной точки, отофкали оть искомой 
прямой отрЪзкн, находящтеся в» дапомъ отношении. 

579. Черезь данную точку А окружности провеети хорду АЛ, которая 
пересфкалась бы съ данною хордою ВС въ такой точк$ Ё, чтобы ирямыя 
РЕ н РО находились въ данпомжь отношеши. 

830. Превести внутри тр.-ка, прямую, параллельную основанию, тать, 
чтобы эта прямая была средней пропорщзональтой между отрЪФзками одной 
боковой сторопы. 

381. Построить равнобедренный тр.-кл, зная его боковую сторону и 
сумму высоты съ основашемъ. 

33> Па даниой прямой пайтн такую точку, чтобы ея разетоянтя отъ 
данной точки и другой дхаипой прямой находились въ дапномъ отномеши. 


36. Методь паралаельнато перенесечя. 


383. Между двумя далишами окружностями. провести пряхую данной 
длины а параллельно данной прямой А/М. 


(Указан: Надо одипъ кругь ирибаизить къ другому, перенеся сто иа- 
рахлельно прямой ММ на разстояше а). 

384. Въ кругБ даша дв хорды АВ н СР. Найти на окружности та- 
кую точку х, чтобы прямый ®А н ХВ отоБкали оть хорды СР отр$5зокъ, 
равный данной длниЪ (мет. парал. пересвчешя и геом. мЪетъ). 
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385. Въ данномъ тр.-к*# АВС пайти таюя точки: х на сторон АВ и 
у на сторонз ВС, чтобы прямая ху была, данной диины и кром$ того от- 
ноте 4х: Су было бы данное (парал. перепесеше и межодь подоб!я). 


386. Построить трапецио по одному ся углу, двумь магоналямь и 
средней линии. 


387. Построить четыреугольникт, по тремъ сторонамь “я, риеи двумь 
угламь % и п, прилежацимъ къ неизвЪстной сторопв. 

388. Къ двумъ даннымь кругамъ провести общую сфкущую, нарая- 
лельпую дапной прямой такь, чтобы сумма или разность хордь, опредзля- 
емыхъ точками переисссшя, бмла равна лампой длин“. 

389. Съ корабия видны два маяка, положене которых на, картВ из- 
вфотно, подь даннымъ угломт. Рютда корабль ирошель извфетпую длину 
вь данпомь направлеши, т$ же самые маяки видны подь другимъ далгныму, 
угломь. Опредфлить на картВ мЪфсто корабля (геом. м$5сто и паразлольное 
неренесоше). 

4%. Мезодь врапиензи вокру точки. 


390. Построить тр.къ, подобный далному тр.-ку, такь, чтобы одна 
его веринна лежала въ данной точкЪ А, а дв друмя вершины находились 
бы на данныхь окружностяхъ О и О, (одпа па 0, другая на, О\). 

391. Данъ круг и вн его дв точки 4 и 3; провести къ кругу ка- 
сательную такъь, чтобы разстоямя точки 4 до этой касательной и хо пер- 
пендикуляра, опущеннаго изъ В на касательтую, были въ данномъ отношении. 


(Указан: нодо повернуть вокругь точки А на 90% прямоугольный т.-ктъ, 
у которого гипотенуза есть АВ, & одиит катет»—разетояно точки А до 
пернендикуляра, опущепиалю на касательтую изь точки В. Эту же задачу 
можно рфшить при номощи одповремениаго иользовалия методомъ нодобмя 
и мстодомъ геометр мЪетх,). 

392. Построить тр.-къ, котораго стороны были бы пропорщанальны 
чнеламъ 3, 4 и, и котораго вертины лежали бы иа трехл, дайтыхъ иа- 
раллельныхль прямыхъ. 


50. Методь врашевя вокруь прямой. 


398. Построить по четыремъ сторонамъ четыреугольтикт АВСЛ, зная, 
что его длахональ АС д$литъ уголъ 44 пополамъ. 

394. Конечная прямая АВ пересфчена въ точкВ С прямой ММ; иамти 
на ММ такую точку, изъ которой отрЗзки АС и СВ видны пои, равными 
углами (эту задачу можно также р$шить методомъ теомстр. мфстЪ). 

395. Построить квадрату, дв противоположныя вершины котораго 
находились бы па двух данныхъ окружностяхь, а дВБ друмя на даниой 
прямой, расположенной между окружностямн. 

396. На ирямоугольномъ билмарлВ дало ноложене двухъ шаровь А и 
В. Въ каком, направаен!и надо толкнуть шаръ А, чтобы оиь, отразившись 
послдовательно отъ всЪхъ четырехъ бортовъ, удариль затфмъ шаръ 8. 
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397. Данъ уголъ и внутри сго точка. Построить тр.-къ наименьшаго 
перняетра такой, чтобы одна его вершипа лежала въ данной точкЪ, а дв8 
другя на сторопахъ угла. 

398. Рмить методомъ симметрш задачу, которая выше была рфшена, 
методомъ подобя: в данный уголь виисать окружность, которан ирохо- 
дила бы черезъ точку, данную внузри угла. 


69. Методь обратностии. 


399. Ву даннный секторъ виисать тр.-къ, разиый данному тр.-ку. 

400. Построить тр.-къ, равный данному тр.-ку, такъ, чтобы ого вер. 
шизы лежали на трехь данныхъ прямыхъ, исходящихъ изЪь одной точки. 

401. Построить тр.-къ, подобный данному тр.-ку, такъ, чтобы его 
нершины лежали на трехъ данныхъ концетрическихь окружноетяхуь. 

102. Въ данный тр.-къ вписать тр.-къ, подобный фугому данному тр.-ку, 
такъ, чтобы одна изъ его верминъ лежала в”, точкЪ. данной на основанли. 
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иютенузой и прилежащиимь опильзкомь. 

Стр. 181, строка, 6 снязу, напечатано: а—=5 с—3; олвдусть: а-=5, 6—4, е—=$. 

Стр. 146, намечатано: глава, 1\; сябдуетъ: глава, \. 

Стр. 150, строка 5, напечаталю: съ биссекрисой; сифдуегь: оъ бис- 
сектрисеой. 

Стр. 155, строка 9 спизу; напеча тано: В 2; саздусть: 2 К. 


